Polynomiale Abzählformeln

Ilse Fischer

Inhalt

• Vorstellung der Protagonisten: Definition der kombinatorischen Objekte, die ich abzähle.

• Determinanten: Wie andere MathematikerInnen diese Objekte abzählen.

• Polynomiale Abzählformeln: Wie ich diese Objekte abzählen möchte.

Plane Partitions

Partition: λ = (λ1, λ2, . . . , λr) ∈ Zr mit λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λr ≥ 0 ist eine Partition von λ1 + λ2 + . . . + λr. Ferrers Diagramm der Form (7, 6, 6, 5).

Plane Partition der Form (7, 6, 6, 5).

Zweidimensionale Felder ganzer Zahlen mit monoton fallenden Zeilen und Spalten.

Rhombus Tilings

Kachelung eines Sechsecks mit den Seitenlängen a, b, c, a, b, c und Winkeln 120∘ durch Rhomben mit Seitenlänge 1 und Winkeln 60∘ bzw. 120∘.

Alternierende Vorzeichenmatrizen

0 1 0 0 0 1 -1 0 1 0 0 1 0 -1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0

Quadratische Matrizen mit 0ern, 1ern und −1ern, sodass

• Zeilen- und Spaltensummen 1 ergeben

• 1er und −1er in jeder Zeile und Spalte alternieren.

Zusammenhang Plane Partitions - Alternierende Vorzeichenmatrizen

Satz (Zeilberger 1996). Die Anzahl der n × n alternierenden Vorzeichenmatrizen beträgt n−1∏ j=0 (3j + 1)! (n + j)! .

Satz (Andrews 1994). Die Anzahl der total symmetrischen selbst-komplementären Plane Partitions in einer 2n × 2n × 2n-Box beträgt n−1∏ j=0 (3j + 1)! (n + j)! .

Satz (Kuperberg 1994). Die Anzahl der zyklisch symmetrischen selbst-komplementären Plane Partitions in einer 2n × 2n × 2n-Box beträgt n−1∏ j=0 (3j + 1)! (n + j)! 2 .

Plane Partitions in einer a × b × c Box

Nicht-überschneidende Gitterpunktwege

Müssen Familien von nicht-überschneidenden Gitterpunktwegen abzählen!

∑ σ∈S_a (sgn σ)P (A_1 → B_{σ(1)})P (A_2 → B_{σ(2)}) . . . P (A_a → B_{σ(a)}) = det_{1≤i,j≤a} P (A_i → B_j)

• P (A → B) = ( b1+b2−a1−a2 b1−a1 )

• Ai = (−i, i), Bi = (b − i, c + i), i = 1, 2, . . . , a.

Anzahl der Plane Partitions in einer a × b × c- Box: det 1≤i,j≤a ( b + c c + j − i ) = a∏ i=1 b∏ j=1 c + i + j i + j .

Beobachtung: Viele Abzählformeln sind Polynome in einem oder mehreren Parametern, wenn die anderen Parameter fix gehalten werde.

Besonders schön sind jene Abzählpolynome, die über Z in Linearfaktoren zerfallen.

Idee: Erkläre die Nullstellen dieser Abzählpolynome mittels einer geeigneten Erweiterung der kombinatorischen Interpretation auf negative ganzzahlige Parameter.

Ein einfaches Beispiel F (r, k) = Anzahl der (λ1, λ2, . . . , λr) ∈ Zr mit k ≥ λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λr ≥ 0. Es gilt F (r, k) = (k + 1) · (k + 2) · · · (k + r) r! = (k + r r ) .

• Kombinatorische Interpretation für negative k: F (r, k) = (−1)r[#(λ1, λ2, . . . , λr) mit k < λ1 < λ2 < . . . < λr < 0]. • F (r, k) ist ein Polynom in k, degk F (r, k) ≤ r ⇔ �r+1F (r, k) = 0 Induktion nach r: F (1, k) = k + 1 k ≥ 0: �F (r, k) = F (r, k + 1) − F (r, k) = [#(λ1, λ2, . . . , λr) mit k +1 ≥ λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λr ≥ 0 und λ1 = k + 1] = F (r − 1, k + 1) k < 0: �F (r, k) = F (r, k + 1) − F (r, k) = −[#(λ1, λ2, . . . , λr) mit k < λ1 < λ2 < . . . < λr < 0 und λ1 = k + 1] = F (r − 1, k + 1)

Induktionsvoraussetzung: �rF (r−1, k+1) = 0 ⇒ �r+1F (r, k) = �r�F (r, k) = �rF (r − 1, k + 1) = 0.

• Ganzzahlige Nullstellen: F (r, −1) = F (r, −2) = . . . = F (r, −r) = 0 F (r, 0) = 1

Die Methode

Problem: Abzählung von kombinatorischen Objekten, die durch einen ganzzahligen Parameter k indiziert sind. Vermuten, dass die Abzählformel ein Polynom in k ist, welches über Z vollständig faktorisiert.

1. Erweiterung der kombinatorischen Interpretation. Typischerweise ist der zulässige Bereich für k eine Menge S von positiven ganzen Zahlen. Finde neue Objekte, die mit einer beliebigen ganzen Zahl k indiziert sind und mit den ursprünglichen Objekten für k ∈ S in Bijektion stehen.

2. Die erweiternden Objekte werden durch ein Polynom abgezählt. Geschieht meistens durch eine Rekursion. Grad des Polynoms.

3. Finde die ganzzahligen Nullstellen des Polynoms. Und eine zusätzliche Auswertung.

Bender-Knuth (ex-)Vermutung

Satz (Andrews 1977, Gordon 1983, Macdonald 1979, Proctor 1984): Die Anzahl der spaltenstrikten Plane Partitions mit Teilen in {1, 2, . . . , n} und höchstens c Spalten beträgt n∏ i=1 (c + i)i (i)i , wobei (a)n = n−1∏ i=0 (a + i).

Satz (F. 2002): Die Anzahl der spalten-strikten Plane Partitions mit Teilen in {1, 2, . . . , n}, höchstens c Spalten und k Teilen n beträgt (k + 1)n−1(1 + c − k)n−1 (1)n−1 n−1∏ i=1 (c + i + 1)i−1 (i)i .

15

16

1. Schritt: Erweiterung der kombinatorischen Interpretation

Was ist eine spalten-strikte Plane Partition mit Teilen in {1, 2, 3, 4, 5}, höchstens 8 Spalten und −15 Teilen, die gleich 5 sind?

Von spalten-strikten Plane Partitions zu Gelfand Mustern:

7 5 5 4 2 6 4 3 3 1 3 2 2 2 2 1

spalten-strikte Plane Partition

0 1 c 0 1 1 c 0 0 1 3 c 0 0 0 2 4 c 0 0 0 1 4 4 c 0 0 0 1 4 4 5 c 0 0 0 2 4 5 5

Gelfand Muster

Polynomialer Parameter k : obere Spitze des Dreiecks

Regel im Gelfand Muster: Jedes Element e liegt ”zwischen” NW-Nachbar w und NO-Nachbar o. Ist 0 ≤ k ≤ c, dann ist immer w ≤ o. ”Zwischen”:

Ist w ≤ o , dann w ≤ e ≤ o. Ist w > o , dann w > e > o. Beispiel: n = 5, c = 8

0 −15 8 0 −13 −3 8 0 −4 −10 0 8 0 −2 −5 −8 2 8 −1 −4 −6 −1 5

F (n, c; k) := ∑ (a_{i,j}) ist (n, c)-Muster, a_{n,n} = k

(−1) inv

2. Schritt: F (n, c; k) ist ein Polynom in k

n = 3: 0 k c 0 a_{2,2} a_{2,3} c a_{1,1} a_{1,2} a_{1,3}

F (3, c; k) = k∑ a2,2=0 c∑ a2,3=k a2,2∑ a1,1=0 a2,3∑ a1,2=a2,2 c∑ a1,3=a2,3 1

F (n, c; k) ist ein Polynom in k vom Grad 2n−2.

3. Schritt: Ganzzahlige Nullstellen von F (n, c; k) F (n, c; k) = 0 für k = −1, −2, . . . , −n + 1 und k = c + 1, c + 2, . . . , c + n − 1. Grund:

Ist k < 0 dann gilt 0 > a1,1 > a2,2 > . . . > an,n = k und daher gibt es kein (n, c)-Gelfand Muster mit k ∈ {−1, −2, . . . , −n + 1}. 0 > k = a_{5,5} c 0 a_{4,4} a_{4,5} c 0 a_{3,3} a_{3,4} a_{3,5} c 0 a_{2,2} a_{2,3} a_{2,4} a_{2,5} c a_{1,1} a_{1,2} a_{1,3} a_{1,4} a_{1,5}

Daher... F (n, c; k) = (k +1)n−1(1+c−k)n−1 ·Xn

Gewichtete Abzählung

Norm einer Plane Partition = Summe der Teile

Satz (F. 2002): Die erzeugende Funktion einer spalten-strikten Plane Partition mit Teilen in {1, 2, . . . , n}, höchstens c Spalten und k Teilen n, beträgt ∑ π qn(π) = qkn[k + 1; q]n−1[1 + c − k; q]n−1 [1; q]n−1 × n∏ i=1 [c + i + 1; q]i−1 [i; q]i , wobei [n; q] = 1 + q + q2 + . . . + qn−1 und [a; q]n = ∏n−1 i=0 [a + i; q].

Multivariate Anwendung der Methode

Die Anzahl der spalten-strikten Plane Partitions der Form (λ1, λ2, . . . , λr) mit Teilen in {1, 2, . . . , r} beträgt ∏ 1≤i<j≤r λi − λj + j − i j − i .

(Äquivalent zu Stanley’s Haken-Inhalts-Formel.)

Verfeinerte Abzählung von alternierenden Vorzeichenmatrizen

Anzahl der n × n alternierenden Vorzeichenmatrizen, wobei der eindeutige 1 in der ersten Zeile in der k-ten Spalte ist, beträgt (k)n−1(n + 1 − k)n−1 (n − 1)! n−2∏ j=0 (3j + 1)! (n + j)! .

Ist ein Polynom in k, welches total faktorisiert!

Nullstellen: 0, −1, . . . , −n + 2 und n + 1, n + 2, . . . , 2n − 1. n × n alternierende Vorzeichenmatrizen stehen in Bijektion zu Gelfand Mustern mit streng monoton steigenden Zeilen (monotone Dreiecke).

Erweiterung der Methode

Viele Abzählpolynome faktorisieren nicht vollständig über Z. Ersetze die fehlenden Nullstellen durch andere Eigenschaften.

3 Schritte:

• Zeige, dass die Abzählformel ein Polynom ist und bestimme den Grad n.

• Finde n + 1 Eigenschaften, die das Abzählpolynom eindeutig bestimmen.

• Mit Hilfe dieser Eigenschaften berechne das Abzählpolynom (z.B. Lagrange Interpolation).

Satz (F. 2003). Die erzeugende Funktion von spalten-strikten Plane Partitions mit Teilen in {1, 2, . . . , n}, höchstens c Spalten, p Zeilen ungerade Länge und k Teilen n, ist gegeben durch

M_{n,c,p}[k + 1; q]_{n−1}[k − c − n + 1; q]_{n−1}q^k + L_{n,c,p} ( (−1)^nq^{(n−1)(2c+n)/2+k} n−1∑ i=1 ( (−1)^cq(^{i2}) × [k + 1; q]_{n−1}[k − c − i + 1; q]_{i−1}[k − c − n + 1; q]_{n−i−1} [1; q]_{i−1}[1; q]_{n−1−i}[c + i + 1; q]_{n−1}

− q(^{i2})

[k + 1; q]_{i−1}[k + i + 1; q]_{n−i−1}[k − c − n + 1; q]_{n−1} [1; q]_{i−1}[1; q]_{n−1−i}[c + i + 1; q]_{n−1} )

+ (−1)^kq^{nk} ) .

L_{n,c,p} = n−1∏ i=1 [c+2i+1;q]_{n−i} [2i;q]_{n−i}[2i;q] [c+1;q]_{n−1}[1;q]_{n−1} 2 × (_{q(}p+1_{2 )}[_{n−1p} ]_{[c;q]} [c+p;q]_n − q(^{p2}) [_{n−1} p−1 ]_{[c+2n;q]} [c+p+1;q]_n ) 2|c n−1∏ i=1 [c+2i;q]_{n−i} [2i;q]_{n−i}[2i;q] [1;q]_{n−1} 2 ( q(^{p+12} ) [_{n−1} p ] − q(^{p2}) [_{n−1} p−1 ]) 2 ̸|c und M_{n,c,p} = (−1)^{n−1}q^{(n−1)(2c+n)/2} [1; q]_{n−2}

× n−1∏ i=1 [c+2i;q]_{n−i} [2i;q]_{n−i} (_q(^{p+1}_2 )[ n−1_p ]_{[c;q]} [c+p;q]_n (_1 [n−1;q] − [c+2n−1;q] [c+n;q][2n−2;q] )

+^q

(^p_2)[ n−1_{p−1} ] [c+p+1;q]_n [c+2n−1;q]_2 [c+n;q][2n−2;q] ) 2|c n−1∏ i=1 [c+2i+1;q]_{n−i−1} [2i;q]_{n−i} 1 [2n−2;q] ( q(^{p+12} )^{+n−1} [_{n−1} p ]_{+ q(p2)}[_{n−1} p−1 ])_{2 ̸|c} .