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Abzahlen!

e # der Permutationen von 1,2,...,n = n!
e 7 der Teilmengen von {1,2,...,n} = 2"

e # der k-elementigen Teilmengen von
_ (n\ _ n!
{1,2,,%}—<k>—m



Alternierende VVorzeichenmatrizen

Quadratische Matrizen mit
Oern, lern und —1lern, so-

0 1 0 0 0 dass

1 -1 O 1 O

0 1 0 -1 1 e Zeilen- und Spal-
0 0O 0 1 0 tensummen 1 ergeben
0 O 1 O O

e ler und —1ler in jeder
Zeile und Spalte al-
ternieren.

Jede Permutationsmatrix ist eine AVM!



Satz (Zeilberger 1996). Die Anzahl der n x n
alternierenden Vorzeichenmatrizen betragt

=l (354 1)!
11 (n+ )

=0

“These conjectures are of such compelling sim-
plicity that it is hard to understand how any
mathematician can bear the pain of living with-
out understanding why they are true.

- David Robbins (1991)



Dodgson’s Algorithmus zur Berechnung
von Determinanten.

Beispiel.
> 1.1 > 111
-1 -2 1 -3 111
0O -1 -1 2
\
5
A= [ 3 3 B<1>=( ! —1>
1 3 —1 -2 1
\

@=(373)  B@=()
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A(3) — < _8 ) BQR) — 0

det A = —8



Regel:

k) (k)
Jk1) det (2 ij+1
i,] k (k) (k)
b( ) a a
i,j +1,7 Ti+1,541
(k+1) _ (k)
b; ; — %415+1

A-Determinante:

a1 ai?
det) ’ < ) =a1,1a22+ Aag 2an
ar1 an?

Mittels Dodgson’s Algorithmus Erweiterung der
M-Determinante auf quadratische Matrizen be-
liebiger Dimension.

Es qgilt: det_; = det



3 x 3 M-Determinante:

1<(j,e£3(ai,j) = a11a22a33 + Aai12a21a33 + Aai11a23a32
Y ZW IS

2 2
+ X2ai13a21a32 + Na12a23a31 + Naizaznas:
3 —1
+ X°(1 4+ A" )aizaz1a23a32/a22
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Satz (Robbins, Rumsey 1986). Es sei M eine
n X n Matrix mit Eintragungen m; ;, A, die
Menge der n X n alternierenden Vorzeichenma-
trizen, Z(A) die Inversionszahl von A und N(A)
die Anzahl der —1er in A, dann gilt

dety(m;;) = 5 MW@AFAHND T my 5,
AcAnp i,7=1 "

A= —1:

n
det (mij) = ) sano ]| m;,q)

= 3 )X ] my.

PePy, ij=1



Robbins: Wieviele alternierende VVorzeichenma-
trizen mit fixer Dimension n gibt es?

n|l|2|3| 4 5 S 4
n! 21624120 720 5040
An | 1|27 |42 | 429 | 7436 | 218348

-t

Quotientenbildung: Q(l) = Ap41/An, 7(12) =

Qi /@R

2) _ (n+1)(3n+2)(3n +3)(3n+4)
" (2n + 1)(2n 4+ 2)2(2n + 3)

Zusatzlicher Parameter: Es gibt genau einen
ler in der ersten Zeile einer alternierenden VVorzei-
chenmatrix. k sei die Spalte dieses lers.



A, 1 = # der n X n alternierenden Vorzeichen-
matrizen, mit dem 1ler in der ersten Zeile in
der k-ten Spalte.

n
Es gilt: Apn= > Appund A1 =A4, 1
k=1

Vermutung 1 (Mills, Robbins, Rumsey 1983).

A _ G+ G k@n-k-1)
Aot (12)+(5L) =Rtk -1y

Vermutung 2 (Mills, Robbins, Rumsey 1983).

n+k—2\(2n—k—1)!7 (3'—|—1)!
) 11

AW:( k—1 (n — k)! (n+

Bewiesen von Zeilberger (1996).
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Mathematicians often recognize truth without knowing
how to prove it. Confirmations come in many forms.
Proof is only one of them. But knowing something is
true is far from understanding why it is true and how it
connects to the rest of what we know. The search for
proof is the first step in the search of understanding.

I can best illustrate my point by describing real mathe-
matics. I shall do so with a story of recent discoveries
at the boundary of algebra and combinatorics, the story
of the alternating sign matrix conjecture proposed by
William Mills, David Robbins and Howard Rumsey. For
fifteen years this conjecture was known to be true. It
was validated in many ways: in the surprising simplicity
of its formulation, by numerical verification of the first
twenty cases, through unanticipated implications that
could be proven. But none of this was proof. When a
proof finally was found in 1995, it lay in unexpected ter-
ritory and revealed a host of new insights and engaging
problems.

- David Bressoud (1999)
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Plane Partitions

R WS OO O
H = NPPDMO
H R NWWO
=W s
== W

Plane Partition von 75 der Form (6,5, 5,4, 3, 3).

Zweidimensionales Feld ganzer Zahlen mit mono-
ton fallenden Zeilen und Spalten.

Anzahl der Plane Partitions in einer a X b X c-
Box:

ﬁ ﬁ H i+jit+k—1

i=1j=1p=1ttit+Ek-2
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Descending Plane Partitions

w s O
N Ol

e Shifted Form, Zeilen schwach fallend, Spal-
ten streng fallend.

e Die Anzahl der Teile in jeder Zeile ist kleiner
als das grosste Element in dieser Zeile und
grosser oder gleich dem grossten Element in
der nachsten Zeile.

George Andrews 1979: Die Anzahl der de-
scending Plane Partitions mit Teilen < n betragt

1<i j<n—1

z'+j)> _”ﬁl (35 + 1)!

det (57;]' + ( = B2 T

7 —1
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Finde Bijektion zwischen alternierenden Vorzei-
chenmatrizen und descending Plane Partitions!

Suche nach Statistiken, die dieselbe Verteilung
haben...

Vermutung (Mills, Robbins, Rumsey 1982).
Ay kmp = # der n X n alternierenden Vorzei-
chenmatrizen, wobei k die Position des 1lers in
der ersten Zeile ist, m die Anzahl der —1er und
p die Anzahl der Inversionen der Matrix.

Dy, k.om,p = # der descending Plane Partitions
(a; j), wobei alle Teile < n, genau k — 1 Teile
gleich n, m Teile mit a; ; < 7 —1¢ und insgesamt

p Teile.

Dann gilt A, 1 p = Dy ko p-
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Satz (Mills, Robbins, Rumsey 1982). Die erzeu-
gende Funktion von descending Plane Parti-
tions mit Teilen < n bezuglich der Summe der
Teile betragt

1 — qr—l—i—l—j—l

1 —q2iti-1°

11

1<i<j<n

Satz (Mills, Robbins, Rumsey 1982). Die erzeu-
gende Funktion von zyklisch-symmetrischen PPs
in einer n X n X n-Box betragt

1 — gl (+nt))
11

ht
neBmny/cs T aMD
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Satz (Andrews 1994). Die Anzahl der total
symmetrischen selbst-komplementaren Plane Par-
titions in einer 2n x 2n x 2n-Box betragt

nb (35 + 1)
jl;[o (n+3)! |

Satz (Kuperberg 1994). Die Anzahl der zyk-
lisch symmetrischen selbst-komplementaren Plane
Partitions in einer 2n x 2n x 2n-Box betragt

T G+ 1! °
i=0 (n +])I
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Plane Partitions in einer a X b X ¢ Box

6(6|5|4]|3]|+3 919(8|7]|6
a 5/5[3|3|3]|+2 7|17]|5|5]5
5131212]1(+1 61413312
3(2|111]0 3121110

b

Nichtuberschneidende Gitterpunktwege
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Mussen Familien von nichtuberschneidenden Git-
terpunktwegen abzahlen!

;9 (Sgn O')P(Al — Bg(l))P(AQ — Ba(2)) . .. P(Aa — Bo(a))
= detlgi,jga P(AZ — Bj)

® ®
° B, . B;
@ BZ .BZ
I B, ]Bl
(D ; (N
AT A,
Aj As .

A, . A, .
A, Ay

3421 3412
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e P(A— B) = (bﬁgi:gi—az)

A:(ai )

o A, = (—4,i),B;=(b—i,c+1),i=1,2,...,a.

Anzahl der Plane Partitions in einer a X b X c-
Box:
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Berechnung der Determinante

Krattenthaler's Determinantenformel

det ((zi4+apn)...(zi+ajt1)(xi+b;)...(zi+b2)) =

1<i,j<n
[ @i-=z) ][] Gi-a)

1<i<j<n 2<i<j<n

b+
1§di,ejtga ( (b—i-ﬁj) )

T (b+ ¢)!
- g(b—i+a)!(c+i—1)!
x det (b—i4+a)b—i+a+1)---(b—i+j+1)

1<i,5%a

(cti—j+1)(c+i—j+2)-(c+i—1))

R = (b+ ¢)!
o g(b—i+a)!(c+i—1)!
x det (i—b—a)i—b—a+1)---(i—b—j—1)

1<i,5<a

(G+ec—j+1D0E+c—7+2) - (i+c—1))

Setze X; =1, Aj=-b—j, Bj=c—j+ 1.

20



AVMs < Monotone Dreiecke

(0 1
0 O
1 —1
0o 1
\o 0
2

1
1 2

0
1

0 )
0
1

O

0

)
O OO0OO0O
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Gog — Magog

(n, k)-Magog Trapezoid (TSSCPP)

1 1 11
1113 5
1 1 2 4 5 5

Zeilen und Spalten monoton steigend, Eintrage
In der j-ten Spalte < 3, n Spalten, k£ Zeilen.

(n, k)-Gog Trapezoid (AVM)

1 2 3

Zeilen strikt steigend, NO-Diagonalen und SO-
Diagonalen schwach steigend, Eintrage in der
7-ten SO-Diagonale < 3, n Zeilen, £k NO-Dia-
gonalen.
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Zeilbergers Beweis (1992 - 1995)

Anzahl der (n,k)-Magog Trapezoide = kon-
stanter Term von

k
[JTa—-2z) ][] (zj—=)(z;+7)

i=1 1<i<j<k
k )
ntk—i—l—n-+k+1 o
[[= =ttt [T (1 -may)
i=1 1<i<j<k

wobei z; =1 — x;.

Anzahl der (n, k)-Gog Trapezoide = konstan-
ter Term von

k
>, (CUFOHSlg s [Tz e [ Q—e@)(-73;)
sctrormy =1 Lsi<jsk

(—l)k c{1,2,...,n

Y

k
H Z';lf?_'_z—i_l H (1 — ziz;)(1 — Tizj)
i=1 1<i<j<k

wobei g, ¢ alle z; mit + € § durch z; ersetzt
und danach jedes z; durch z; ;.
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Kuperbergs Durchbruch (1996)

Entdeckt, dass in der statistischen Mechanik
Objekte — "“ebenes Eis” — betrachtet werden,
die zu AVMs aquivalent sind.

J. W. Gibbs, “Elementary Principles in Statis-
tical Mechanics”: Freie Energie eines Systems
von sich beeinflussenden Teilchen

F=—kTlog(2),

wobei k die Boltzmann Konstante ist und T
die Temperatur.

Partition function:
z7=% e~ E(s)/kT
S

wobei die Summe uber alle Energiezustande s
geht, E(s) die Energie im Zustand s ist.
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Izergins and Korepins Resultate fur “ebenes
Eis”

Gewichte = Exponentielle Energie:

horizontales H>O: z, vertikales H,O: z~1

az—(az)"1

sudwest und nordost: |

stidost und nordwest: [2]

a— a_l_

Mehr Parameter: z in der :-ten Zeile und j-ten
Spalte durch z;/y; ersetzen.

Partition function fur “ebenes Eis":
171 zi/yi ll1<i j<nlzi/yjllazi/y;]
[Ti<ici<nlzi/z;1y;/yil
wobei M die n xn Matrix ist mit Eintragungen
1
[z;/y;1laz;/y;]

det M

M; ;=
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