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Vorbemerkungen

f: D — R (oder Menge mit Totalordnung)
DCR”®
gesucht: min f(z), sodass ¢ € FF C D

Beispiel: f: R" — R" stetig, differenzierbar
Der Gradient ist im Minimum 0, falls es eines gibt, z. B. ein Polynom

I \

Was ist ,,das“ Minimum? Was heifit ,,das“? In einer Umgebung ist ein Tiefpunkt
der kleinste, global jedoch nicht. Einen niedrigsten Punkt gibt es nicht einmal! Wir
unterscheiden also ein lokales Optimum und ein globales Optimum.

Was passiert, wenn man als Def9nitionsmenge nicht ganz R™ vorgibt? Dann kann
es Randoptima geben, wo der Gradient nicht 0 ist.

Optimalitatsbedingungen

Unterscheidung: max, min, 2. Ableitung (nicht notwendig und hinreichend), z. B.

B e x#0
f(w)—{o 7

Differenzierbare Funktionen mit Nebenbedingungen = Lagrangesche Multiplika-
toren






1 Einleitung

Wir betrachten Funktionen f: D — X, wobei (X, <) eine totalgeordnete Menge ist,
und suchen mingec f(z) fir C C D. Schreibweise:

min f(x)

st.xeC

In der Vorlesung ist X = R und D C R” Die Menge C wird durch Gleichungen
und Ungleichungen beschrieben. Wir betrachten die Situation

min f(x)
s.t. g(x) <0
h(z) =0

f:DCR" — R ... Zielfunktion
g: D — R™ ... Ungleichungsbedingungen

h: D — R¥ ... Gleichungsbedingungen

Man nennt g, h auch Nebenbedingungen.

F:={xeD|g(x) <0,h(x) =0} ... zulidssige Menge (v <0: <= v; <0 Vi)
x € F heifit zulédssiger Punkt

Ein lokales Minimum ist ein £ € F mit
de > 0: f(z) > f(&) Vxe FNB(2)
Ein globales Minimum ist ein £ € F mit
f(@) < f(x) VeeF

Diese beiden Situation sind dquivalent:

max f(x) min — f ()
s.t. g(x) <0 — s.t. g(x) <0
h(z) =0 h(z) =0



1 Einleitung

1.1

Terminologie

Arten von Nebenbedingungen

Ganzzahligkeitsbedingungen: x; € Z fiir ein j € {1,...,n}

einfache Nebenbedingungen, Schrankenbedingungen: x; € [u;,v;] fiir w;,v; €
R=RU{-00,00}

lineare Nebenbedingung: g; oder h; sind affin (linear)
quadratische Nebenbedingung: g; oder h; ist von der Form T Az 4+ bz +c

nichtlineare Nebenbedingung: g;, h; sind nicht linear

Klassen von Optimierungsproblemen

Sind alle Variablen ganzzahlig, dann liegt ein kombinatorisches Optimierungs-
problem vor.

Sind manche, aber nicht alle Variablen ganzzahlig, dann liegt ein gemischt-
ganzzahliges Optimierungsproblem vor.

Ist keine Variable ganzzahlig, so liegt ein kontinuierliches Optimierungsproblem
VOr.
Unterteilung nach Zielfunktion und Nebenbedingungen:

— Nur lineare Nebenbedingungen: linear eingeschréanktes Problem

* Lineare Zielfunktion: Lineares Optimierungsproblem (lineares Pro-
gramim)

x quadratische Zielfunktion: Quadratisches Optimierungsproblem

— Nur lineare und quadratische Nebenbedingungen: quadratisch eingeschrénk-
tes Problem

x Lineare oder quadratische Zielfunktion: Quadratisch eingeschrinktes
quadratisches Problem (QCQP)

— Nur Schrankenbedingungen: einfach eingeschrinktes Problem, Problem
mit Schrankenbedingungen

— keine Nebendbedingungen: unbeschrianktes Problem
— Nebenbedingung oder Zielfunktion nicht linear: nichtlineares Problem

Spezialfall: (M)IP ([Mixed] Integer Programme, [gemischt] ganzzahliges linea-
res Problem)

Ist die Zielfunktion konstsnt, so heifit das Problem ein Zuldssigkeitsproblem.
In diesem Fall lasst man die Zielfunktion meist weg.



1.1 Terminologie

Bemerkung

Ist x; € Z, dann kann man das in eine kontinuierliche Bedingung umschreiben:
sin(mrz;) =0

Spezialfall: x; € {0,1}, einfacher x;(1 — x;) =0

Sind g, h unendlichdimensional, dann spricht man von einem semi-infinten Pro-
blem, ist D unendlichdimensional, dann von einem infiniten Problem.

Notation

g(x) ==V f(z)... Gradient
G(x) := V?f(x) ... Hesse-Matrix






2 Anwendungen

2.1 Optimierung der Erzeugnisse einer Firma

Eine Fabrik hat eine Maschine (Walzwerk) und kann damit zwei Produkte herstellen:
Stahlbleche oder Schienen (aber nicht gleichzeitig). Eine Tonne Schienen bringt 30 €
Gewinn, eine Tonne Stahlblech 25 €. Die maximal erzeugbare Menge pro Stunde ist
200t Stahlblech bzw. 140t Schienen. Die Maschine kann hochstens 40 Stunden lang
ununterbrochen laufen. Pro Woche gibt es eine Nachfrage nach 6000t Stahlblech
und 4 000t Schienen.

Frage: Wie viele Tonnen Schienen und Stahlblech sollen in der Woche produziert
werden?

rp ... Stahlblech in Tonnen
Tg ... Schienen in Tonnen
Gewinn:

30xg + 25xp — max
s.t. 0 < xp <6000
0 <xg <4000

1 1
- L re<4
500°8 T 13078 =40

Es handelt sich dabei um ein lineares Optimierungsproblem (LP).

2.2 Chemie — Verfahrenstechnik

A B

Bottich Q
D

Hitze | ‘




2 Anwendungen

Phaseniibergénge in der Reaktion bestimmen die Effizienz des Herstellungsverfah-
rens. Die Phasen werden durch die Gibbssche freie Energie modelliert. Das ist eine
recht komplizierte Funktion der Form

AGp;f* N¢
G=3) > N < RpT Hlog = Nf) +3°3 (Z %dndw{?)

pEP ceC ceC peP ceC

(Veq = €~ ¥dTed) mit Nebenbedingungen.

Das globale Minimum solch einer Funktion beschreibt die Molaritdten in den
einzelnen Stoffen in der Mischung in den verschiedenen Phasen einer Reaktionsglei-
chung.

Es handelt sich dabei um ein globales Optimierungsproblem.

2.3 Human Genome Project — Proteinfaltung

Die 3D-Struktur eines Proteins bestimmt seine chemischen Eigenschaften. Ein Pro-
tein besteht aus einer Sequenz von Aminoséuren, die jeweils aneinander durch eine
Peptidbildung gebunden sind.

BILD

Die DNS besteht aus vier Basen (Nukleinsiuren): Adenin, Thymin, Guanin, Cy-
tosin. Sie kodiert die Primérstruktur eines Proteins, d. h. die Reihenfolge der Ami-
nosduren im Protein.

Proteinfaltung:

Berechne die 3D-Struktur eines Proteins (Tertidrstruktur) aus seiner Primérstruk-
tur. Das geht so dhnlich wie bei der Gibbsschen freien Energie durch globale Opti-
mierung einer (nicht linearen) Energiefunktion.



3 Optimalitatsbedingungen

3.1 Konvexe Analysis
Eine Menge C C R"™ heifit konver, wenn fiir alle z,y € C gilt:

Ty :={ty+(1—t)z|t€[0,1]} CC

konvex nicht konvex

Eine Funktion f: C' — R heifit konvexz, falls fiir alle x,y € C' gilt:

(%) flty+ (1 —t)z) <tf(y) + (1 —1)f(x)

Eine Funktion f heiit strikt konvez, falls (%) gilt und Gleichheit in (*) schon ¢ €
{0,1} erzwingt.

Eine Funktion f heifit (strikt) konkav, falls —f (strikt) konvex ist.

Eine Funktion f heiit quasikonver in C, falls f(z) < max(f(x), f(y)) fiir alle z € Ty
und z,y € C gilt.

Eine Funktion f heifit unimodal, falls f(z) < max(f(x), f(y)) fiir alle z € Ty und
z #x,y € C gilt.

Analog: quasikonkav



3 Optimalitédtsbedingungen

konvex strikt konvex unimodal, nicht konvex

Eine Funktion F': R™ — R"™ heifit (strikt, quasi-) konvex (konkav, unimodal),
wenn sie es komponentenweise ist.

Proposition 3.1.1

Sei C C R™ konvex, F': C — R™ konvex. Dann gilt ¢’ := {z € C | F(z) < 0}
ist konvex.

Proposition 3.1.2

Sei C C R" konvex, f: R® — R sei stetig differenzierbar (C!) mit Gradient g,
dann gelten:

(i) Genau dann ist f konvex in C, wenn f(y) — f(2) > g(2) " (y —2) Vy,z€C.

(i) Ist f sogar C? und G die Hesse-Matrix, so ist f genau dann konvex, wenn
G(z) fir alle x € int C positiv semidefinit ist.

(iii) Ist G(z) positiv definit fiir alle z € C, so ist f strikt konvex.

Beweis.

(i) =: Sei f konvex, y,z € C

fly+ (1 —t)z) <tf(y) + (1 —1t)f(2) Vte|0,1]
fly+ (1 =1)z) = f(2) <t(f(y) — f(2))
flz+ty—2)) = f(z) <tfy) — f(2)
flz+ty—2) = f(2) < fly) — f(2) Vtel0,1]
t—0: g(z) (y—2) < fly) - f(2)

«<: Fiiralle y, 2 € C'sei g(2) " (y—2) < f(y) — f(2). Seien x,y € C. Wir setzen

10



3.1 Konvexe Analysis

ty + (1 —t)

tfy)+ Q=) f(2) =t(f(y) — f(2) + f(z)
=t(f(y) — f(z) + (1 = )(f(z) = f(2)) + [(2)
>1tg(2) " (y—2) + (1= t)g(2) " (z — 2) + f(2)

=g(2)" (ty + (1 —t)z —2) +f(2)
=0
= f(ty + (1 —t)x) = f ist konvex

(ii) Seien y,z € C. Da f konvex ist und wegen (i) folgt
fly) = f(2) 2 9(2) " (y — 2)
FW) =1 +9() (=2 + oy —2) G+ 1ty —2)(1—1)dt
<: Wegen G = 0 gilt
(y—2)TGlz+ty—2)(y—2) >0

Also ist fol -+ dt > 0 und daher f(y) — f(2) > g(2)" (y — 2), somit ist f

konvex.

=: Sei f konvex und h € R™ beliebig. Sei weiters z € int(C), dann gibt es
A > 0 mit z 4+ Ah € int(C). Da f konvex ist, folgt aus (i)

f(z+ph) = f(2) = pg(2)Th >0 Vu e [0,1]
Der Satz von Taylor liefert
1
(4 ph) = [(2) = pg(2) "h= Sp*h " G(2)h + B2 (2, uh) |]]*) > 0
Fiir p > 0 folgt

1
lim =h' G(2)h + R*(z, ph)||h)|> > 0= G = 0
p—0 2 ————

=0

(ili) Sei z # y. Dann ist der Integrand stetig und an einer Stelle (z. B. ¢ = 1) strikt
positiv, also ist das Integral strikt positiv. Daher gilt

fy)—f)>9()"(y—2) VYy#zecC

Verwende noch einmal den Beweis von (i), wo in (xx) > durch > ersetzt wird,
und erhalte f strikt konvex.

O]

Die Umkehrung von (iii) gilt nicht. Beispiel: z — 2* R — R

11



3 Optimalitédtsbedingungen

Proposition 3.1.3

(i) Jede lineare Funktion f(x) = ¢z 4 v ist konvex (und auch konkav).
(ii) Der Durchschnitt konvexer Mengen ist konvex.

(iii) Ist C C R™ konvex und A € R™*™ b € R", dann sind folgende Mengen konvex:

01:{$€C|A3L‘2b}
Cy={zeC| Az <b}
03={$€C|A$:b}

Beweis.
(i) folgt aus Proposition B.I.2(i)

(ii) ist klar

(iii) folgt aus Proposition B.IT(i) und (ii)

Theorem 3.1.4 (Existenz und Eindeutigkeit von Ldsungen)

(i) Sei K # () kompakt und f: K — R stetig. Dann hat das folgende Optimie-
rungsproblem eine globale Losung:

(©) AL

(ii) Sind K und f konvex, dann ist jede lokale Losung des Optimierungsproblems
(O) eine globale Losung und die Menge S(f, k) der globalen Minima ist konvex.

(iii) Sei C konvex. Ist f unimodal in C' (z. B. wenn f strikt konvex), dann hat das
Optimierungsproblen (O) héchstens eine lokale Losung.

Beweis.
(i) folgt aus der Analysis-Vorlesung

(ii) Seien f und K konvex und & eine lokale Losung von (O). Sei x € K beliebig,
x # Z. Dann gilt

f(@ A+t — 1)) - f(2)
t

flx) = f(2) = vt €]0,1]

12



(iii)

3.1 Konvexe Analysis

Fiir ausreichend kleines ¢ ist die rechte Seite > 0. Daher gilt f(z) > f(Z), also
ist & globales Minimum. Sei Z ein weiteres globales Minimum:

f@+tz+1) - f(2)

0= f(5) - f(3) > : vt € 0,1]
= f@+tz—2) - f(#) <0
= f(@+t(x —z)) = f(z), weil Z global minimal ist

Also ist auch Z+t(z — ) fiir alle ¢ €]0, 1] ein globales Minimum und es gilt fiir
z,xz € S(f, k), dass &+ t(x — ) € S(f, k) Vt€]0,1], also ist S(f, k) konvex.

Sei & lokale Losung von (O) und = € K\ {Z} beliebig, dann ist f(Z+t(x—2)) >
f(2) fiir geniigend kleines ¢ €]0, 1[. Da f unimodal ist, gilt

f(@) < f(@+ e — 1)) <max(f(2), f(z)) = flz) > f(L)
Daher existiert hochstens eine Losung.

O]

Bemerkung: Niveaumenge C(f,v) :={zx € K | f(z) =7~
Hat f fiir ein v eine nichtleere, kompakte Niveaumenge, so kann man [B.1.41(i) auch
anwenden. dann ist ndmlich das Optimierungsproblem (O) #quivalent zu

min f(z)
st.z e C(f,y)

Theorem 3.1.5 (Abstrakte Optimalitdtsbedingungen 1. Ordnung)
Sei C konvex und f sei C' auf C' mit Gradient g.

(i)

(if)

Wenn z € C eine (lokale) Losung des Optimierungsproblems

min f(x)
st.x el

(%)

ist, dann gilt
g(@) (z—2)>0 Ve e C

Wenn f konvex ist, dann gilt auch die Umkehrung.

Beweis.

(i)

Sei x € C, dann muss & + t(x — &) € C fiir alle ¢t € [0, 1] gelten. Fiir ¢ klein
genug folgt

&h
—
ISH
_|._
~
—
8
|
IS
S~—
~—
|
Kh
—~~
=
~—
4
(=]

0< = 0<g(@) ' (z-a)

13



3 Optimalitédtsbedingungen

(ii) Sei f konvex und & € C so, dass fiir alle z € C gilt: g(#) " (z — &) > 0. Wegen
Proposition BI2I(i) sehen wir

fl@) = f(2) 2 g(3) (& = 3) 2 0= f(2) > f(2)
Daher ist & globales Optimum.

[
Bemerkung: Ist & € int C, dann gibt es ¢ mit B.(2) < C. Also gilt fiir h € R"
beliebig, dass g(#)"h > 0= g(2)"Th=0 Vh € R" = g(2) = 0 Liegt € C, dann
wird die Sache interessanter.

Sei V' ein Vektorraum. Eine Menge K C V heifit Kegel, wenn Ri C K gilt. Sei
M C V. Der von M erzeugte Kegel Ky ist die Menge

Ky =RYM={\z|\>0,z¢€ M}
Der zu M polare Kegel an x € M ist
PM,z):={geV*: (¢g,z—2)>0 Vze M} CV*

Bei uns ist V' = R" mit dem Standard-Skalarprodukt. Daher ist V* = R™. Also ist
g(@)T(x—2) >0 Vaz e C gleichbedeutend mit g(z) € P(C, ).

BILD??7?

Theorem 3.1.6 (Separationssatz)

Sei C C R™",C # ) konvex und abgeschlossen, z ¢ C. Dann existieren & € C
und p € R”, sodass
plz<pea<p'z VzelC

14



3.1 Konvexe Analysis

Beweis. Sei xg € C' und betrachte das Optimierungsproblem

min ||z — z||2
st.zeC

|z —zll2 < |lz — w0l

Das Problem hat wegen B.1.3] eine globale Loésung Z. Sei p := & — z # 0, dann ist
pla—plz=p"p>0.Seizc C beliebig, t €]0,1[, dann ist 2’ := & +t(z — ) € C.

0< [l2" — 2|3 — ||& — 2|3
= |lp+tx—2)35 - llpl3
= 2tpT(m - )+ tsz — j;H%
‘DopT(x—a)+t|z— &2 >0
‘2 pl(x—2)>0

t—0 .
= pTx ZpTx

Lemma 3.1.7 (Farkas)

Sei A € R"™™ g € R™. Dann kann genau eine der folgenden Bedingungen erfiillt
werden:

(i) Es gibt p € R® mit g'p < 0 und Ap > 0.

(ii) Es gibt 0 < ¢ € R™ mit g = A'q.

BILDER

Beweis. Die Aussagen (i) und (ii) konnen nicht beide gelten: Sei (ii) erfiillt und
p € R mit (i)
0>g'p=(ATq) p=¢"Ap>0
——
>0

Widerspruch

Sei (ii) nicht erfiillbar, dann ist g ¢ C' := {ATq | ¢ > 0} # (). Da C konvex ist,
gibt es nach dem Separationssatz ein p € R” mit p'g < p'z fiir alle z € C. Wegen
0€eC folgt g'p < 0.

15



3 Optimalitédtsbedingungen
Setze q := % - e;, wobei € > 0 und e; der i-te Einheitsvektor ist:
T LT
Alg= EA e; €C
1
plg<_p'Ale
= ep'g < el Ap = (Ap);

= Ap>0= (i)

Theorem 3.1.8 (Transpositionssatz)

Sei B € R™" (I,J,K) seien eine Partition der Menge {1,...,n} mit K # 0.
In diesem Fall ist genau eine der folgenden Bedingungen erfiillt:

(i) Es gibt p € R™ mit
(ii) Es gibt ¢ € R™ mit

BTq = 07 qJUK > 07 4K 7é 0

Beweis. Wir setzen g := <0> mit 0 € R™",1 € R™

1
Br. 0 1
A= _gj 8 mit e = | :
Bg. e 1
ﬁ:-(_f)mitTER,peR”
u
q:= (2) mitue l,bvel,we J,ze K
z
0>¢9g' p=—7=>7>0

0§Aﬁ<:><Bp)]20—(Bp)[ZO (Bp)JZO

(Bp)1=0

(Bp)k —1¢ >0

16



3.1 Konvexe Analysis

Aussage (i) im Lemma von Farkas mit g, p ist dquivalent zu (i) im Transpositi-
onssatz.
g=A"q <= 0=BJu—Blv+Bjw+ Bj.z

1=¢'z

>0 = u>0v>20w>0,2>0
Es sei ¢ so gebildet:

qr ‘== u—v
qj =w
dK ‘= 2

Aussage (ii) im Lemma von Farkas fiir g, A, g ist dquivalent zu
0=DBlq+Bjg;+Bka=B'g

QK >0,e qg == qp # 0

Da BT¢q = 0 homogen ist, kann man bei ¢, # 0 immer durch Multiplikation mit
einer positiven Konstante e' g, = 1 erreichen. Daher ist (ii) im Lemma von Farkas
aquivalent zu (ii) im Transpositionssatz. O

Notation: Fiir z,y € R" sei

Definition 3.1.9. Wir sagen, zwei Vektoren z,y € R” sind komplementdr, wenn
eine der folgenden vier dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

(i) inf(z,y) =0

(i) >0,y > 0,2y, =0 Vi=1,....n
(iii) 2 >0,y > 0,2'y =0

(iv) = 2",y = 2~ fiir ein z € R"

Zwei Vektoren heiflen strikt komplementir, falls kein i € {1,...,n} existiert mit
x; = y; = 0. Das ist genau dann der Fall, wenn z, y komplementér sind und x+y > 0
ist.

Ein konvexer Polyeder ist eine Menge der Form

(%) C:={xeR"| Az > b}

17



3 Optimalitédtsbedingungen

fiir A € R™*™ b € R™. Sie ist ein Schnitt endlich vieler Halbridume
Hy.:={zcR"|p'z>c}
Ist C' zusétzlich beschrinkt, also kompakt, dann heif3t C' Polytop.

Bemerkung: Die zuléssige Menge eines linear beschrankten Optimierungspro-
blems ist ein konvexer Polyeder.

Theorem 3.1.10

(i) Der Polyeder (x) ist abgeschlossen. Er ist genau dann leer, wenn es y € R”
gibt mit
ATy=0,y>0b"y >0

(ii) Der polare Kegel bei z € C ist gegeben durch
P(C,z) = {ATy | inf(y, Az — b) = 0}

Bewess.
(i) Dass der Polyeder abgeschlossen ist, ist klar. Wir miissen noch zeigen, dass er
nicht leer ist:

<: Sei x € C und y wie angegeben. Dann gilt

0<(Az—b)Ty=a"ATy—b"y <0
——
=0 >0
Widerspruch

= Nehmen wir an, dass kein y wie angegeben existiert., d. h.
By: ATy=0,y>0,b"y>0.
Sei g:= —b,p:=y,A' = (—A,A1)T
Ap>0=-ATy>0,ATy>0,y>0

ATy=0

¢'p<0 <= bly>0

Also gilt (i) im Lemma von Farkas nicht, also muss (ii) im Lemma von
Farkas gelten.

u
J0<g=|v]| mitATg=g
w
— —b=(-AA1)qg=-Au+Av+w=Alv—u)+w
Seiz:=u—v=>Ar=btw>b=>2ecC=C#(

18



3.1 Konvexe Analysis

Damit ist (i) bewiesen.

(i) g€ P(C,x) <= 32€C:g'(z—x)<0

t

Sei p := 222 fiir t > 0 beliebig, dann gilt

() ng<0, 0<Az—b=Ax —b+tAp

=g¢P(Cz) < Ip:g'p<0,0< Az —b+tAp fiireint >0

Sei J die Menge aller Indices j mit (Az—b); = 0, dann kann (*x) fiir geniigend
kleines t erfiillt werden, wenn es ein p € R™ gibt mit

g'p<0, A;p>0

Das Lemma von Farkas sagt, dass so ein p genau dann existiert, wenn g =
AJ,g > 0 nicht 16sbar ist. Also gilt g € P(C,z) genau dann, wenn g > 0
existiert mit A;q =g.
i o1el
Sei y; = 7 =g=ATy
0 sonst
y>0,Ax—b>0

yi(Az —b); =0 Vi < inf(y, Az —b) =0

Proposition 3.1.11

Ist das System Ax = b,z > 0 losbar, dann hat es auch eine Lésung & mit der
Eigenschaft, dass die Spalten A.x mit Zx # 0 linear unabhéngig sind.

Beweis. Sei x eine Losung mit minimaler Anzahl von Eintrégen z; # 0

K= {k | 2k £ 0}
Sei A.xprx = 0 fiir ein prr # 0, d.h. >, 5 Ayp; = 0 (d. h. seien die Spalten linear
abhingig). Wir ergéinzen px zu einem Vektor p € R™ durch p; := 0 fiir i ¢ K. Dann

muss Ap = 0 sein.
Sei k € K gegeben mit py # 0.

T
a::min{k\pk>0}>0
Pk

19



3 Optimalitédtsbedingungen

Seinmnz:=x—ap>0

AT = Ax —aAp = Az =b
=0

Also ist z ist eine Losung. Aber T hat weniger Eintrdgen # 0 als x, denn sei j so,
dass a = ” dann folgt z; = 0 — Widerspruch dazu, dass  minimale Anzahl von
Eintréagen 7& 0 hat. Folglich ist p = 0 und A.x sind linear unabhéngig. O

Proposition 3.1.12

(i) Eine konvexe Menge C' enthélt mit den Punkten zo,...,z,, auch alle Punkte

der Form
m m
JUZZ/\M% )\2'2072)\1':17
k=0 i=0

also alle konvexen Linearkombinationen (Konvexkombinationen) der x;.
(i) Ist C konvex mit int C' # 0, 21 € C,z3 € int C, dann gilt:

Arp+ (1 =Nz €intC YA €]0,1]

(iii) ist C konvex mit int C' # ), so ist auch C konvex.
Bewess.
(i) Ubung
(ii) Wegen x5 € int C' gibt es € > 0 mit
D, ={z||z—x2l2<e} CintC

Sei y := Ar1 + (1 — A)xg fiir A € ]0, 1[. Weiters sei 2 € D(1_y-(y)-

_ 1= Ne—llz—
33160:>{x|||a:—1:1||2<( )EA”Z y”Q}mO;A@

Sei z; in dieser Menge. Dann ist z; € C' und

(1—=Ne —[lz—yl2

||Zl +.T1||2 < h\
Wir definieren z; := %
22 — 222 = —)\21_ _ z—Az1 +y+ Axg
2 2||2 - 2 ) -\ )
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3.1 Konvexe Analysis

= =)+ A = 2l < T — vl + M — 21l <@

Also muss 29 € int C gelten.

z=An+(1-Nz=2€C= Di_)\(y) CC

Also muss y € int C gelten.

(iii) Seien 1,79 € C, weiters sei z € int C. Dann gilt fiir alle A € ]0,1]
Azg+ (1 =Nz €int C.
Sei nun u € |0, 1] beliebig, dann gilt
pxy+ (1 —p)(Aze + (1 —N)z) € intC

Fir A — 1 folgt

pry + (1 —p)z? eintC C C
O

Definition 3.1.13. Sei S C R™ beliebig. Der Durchschnitt aller konvexen Mengen,
die S enthalten, heifit die konvexre Hiille von S, bezeichnet mit ch(S).

Theorem 3.1.14 (KopoBeodwpric)

Sei C die konvexe Hiille von S C R”. Dann ist jeder Punkt von C' eine Konvex-
kombination von hochstens n + 1 Punkten aus S. Liegt der Punkt in 0C N C, dann
geniigen hochstens n Punkte aus S.

Beweis. Die Menge C' = ch(S) ist konvex und enthilt S. Aus B.II2(i) folgt: C
enthélt Cp, die Menge aller endlichen Konvexkombinationen von Elementen aus S.
AuBerdem gilt S C Cy und Cj ist konvex. Also folgt Cy © C und C = (.

Sei x € C, dann gilt fiir zg,..., 2, € S

m m
l’ZZ)\kxk, Ai >0, Z)\k =1
k=0 k=0

Sei

dann folgt Ap =b,p > 0.
Nach BITT] gibt es eine Losung p, sodass die Spalten A., mit py # O linear
abhéngig sind (Jede solche Losung ist eine Konvexkombination fiir  aus Elementen
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3 Optimalitédtsbedingungen

von S.). Die Matrix A hat n + 1 Zeilen, also ist jede Spalte von A ein Vektor aus
R™*1 In R**! gibt es hochstens n + 1 linear unabhingige Vektoren in einer Menge.
Also existiert eine Konvexkombination aus hochstens n + 1 Elementen.

Sei x € 0C' N C. Angenommen, n Elemente reichen nicht aus, d. h.

n
X
T = Zpkxlﬁpk > 07 < 1k>

k=0

sind linear unabhiingig. Also bilden A.; eine Basis des R"*!. Sei (g) mit ¢ € R

Bo
beliebig, dann ist (g) —ABfirg=| : |, dh

P

q=Y wfr,0=> B
k=0 k=0

Daher gilt

n n
rtag=Y (pr+ab)ze, Y (or+abs) =0
k=0 k=0
Wegen py, > 0 gilt pr+af, > 0 fir alle k, wenn |«| klein genug ist. Also ist z4+aq € C
fiir a klein genug, d.h. x € int C — Widerspruch. O

Bemerkung: Die konvexe Hiille einer abgeschlossenen Menge ist nicht unbedingt
abgeschlossen.

Beispiel: Die Menge Y = {y | y = 1} U {0} C R? ist abgeschlossen, aber ch(Y) =
{(z,y) | x > 0,y > 0} U {0} ist nicht abgeschlossen.

Definition 3.1.15. Die abgeschlossene konvexre Hiille von S ist die kleinste abge-
schlossene konvexe Menge, die S enthélt, bezeichnet mit cch(S) (also der Durch-
schnitt aller abgeschlossenen Mengen, die S enthalten).

Theorem 3.1.16
Die (abgeschlossene) konvexe Hiille einer kompakten Menge S C R™ ist kompakt.

22



3.1 Konvexe Analysis

Beweis.
1. Schritt: cch(S) = ch(5)

Sei x € cch(S), d. h. es gibt eine Folge z; mit xj € cch(S) und limy_, o x = .
Aus Theorem B.I.14 folgt

n
Th=Y MUkt U €S
=0

n
1= Z Ake Ake >0
=0

Da S kompakt ist, gibt es eine Teilfolge y, ¢, sodass yi,0 — yo konvergiert. Es
gibt fiir s > n eine Teilfolge yi, ¢ von yg, ¢, sodass yx,s — Ys konvergiert.

Wir wéhlen eine Teilfolge y,, von y, ¢, sodass A\.,o0 — 5\0 konvergieren und
weitere Teilfolgen fiir s > 0 von y,, ¢, sodass A, s — As konvergiert. Dann
gilt fiir diese Teilfolge r,,, dass

Yrpe — Jell - VL €{0,...,n}
At = Xell V0 €H0,...,n}

n n
z= lm > Ayre =Y Aedi
T —00
(=0 (=0

1= rggnooz Aral = Z e
=0 =0
Also gilt = € ch(S), d.h. ch(9) ist abgeschlossen.

2. Schritt: ch(S) ist beschrinkt

Da S kompakt ist, gibt es w € R sodass ||y|| < w fiir alle y € S gilt. Sei
x € ch(S), dann folgt

x € ch(S) :>x:2)\gxg €S, Z)\g: 1
(=0 =0

n n
] = || Aee|| <Y Ae |l
=0 =0

Also ist ch(S) beschriankt, d. h. cch(S) = ch(S5).
U

Definition 3.1.17. Ein Punkt z € S einer konvexen Menge heifit Fxtremalpunkt,
wenn aus z € Ty und z,y € S folgt, dass z € {x,y} ist.
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3 Optimalitédtsbedingungen

Proposition 3.1.18

Sei C konvex.

(i) Ist die Funktion —f unimodal in C (speziell, wenn f strikt konkav ist), dann

(i)

ist jede (lokale) Losung des folgenden Optimierungsproblems extrem in C:

min f(z)
stxeC

Ist f konkav in C, dann ist jeder Extremalpunkt der Losungsmenge S(f,C)
des folgenden Optimierungsproblems extrem in C"

min f(z)
stxel

Beweis.

(i)

(i)

24

Sei Z eine lokale Losung, die nicht extremal in C' ist. Dann gibt es z,y € C
mit & =tz + (1 —t)y,t € ]0,1[,z # y. Da & lokale Losung ist, gibt es t/, ¢ mit
0<t' <t<t!'<1, sodass f(2) < f(a)), f(&) < f(a") mit 2’ =tz + (1 —t)y,
2’ = t"z + (1 —¢")y. Da —f unimodal ist, gilt & € inta’z”. Deshalb folgt
—f(&) < max(—f(z"),—f(2")) und f(z) > min(f(z), f(2”)) — Widerspruch.
Also ist Z extremal in C.

Sei f konkav und Z extremal in S(f,C). Angenommen, & sei nicht extrem in
C. Dann gibt es z #y € C und t € |0, 1] mit & = tx + (1 — t)y.

Da f konkav ist, gilt f(Z) > tf(x)+(1—t)f(y) > min(f(x), f(y)). Da & globale
losung ist, gilt f(2) < min(f(z), f(y)). Also ist f(2) = min(f(x), f(y)), d.h.
f(&) = f(x) oder f(&) = f(y). Damit folgt aber = € S(f,C) oder y € S(f,C).
Sei 0.B.d.A. y € S(f,C). Dann folgt f(y) = f(z) > tf(z) + (1 —t)f(y),
also tf(y) > tf(z), weil t # 0 ist. Das heiit x € S(f,C) und & € intTy —
Widerspruch dazu, dass & extremal in S(f, C) ist.



3.1 Konvexe Analysis

Theorem 3.1.19 (Satz von Krein-Milmann)

(i) Sei C' C R™ konvex, abgeschlossen und nicht leer. Weiters existiere u € R,
sodass x > wu fiir alle z € C gilt. Dann enthélt C' mindestens einen Extremal-
punkt.

(ii) Jede kompakte konvexe Menge C' C R"™ ist die abgeschlossene konvexe Hiille
ihrer Extremalpunkte.

Bemerkung: Aussage (ii) gilt in jedem lokalkonvexen Vektorraum. In R™ kann
man abgeschlossen weglassen.

Beweis.
(i) Ist w € C, dann ist u extremal.

Sei w ¢ C. Nach dem Separationssatz existieren p € R™ und & € C mit
plu<p's<plzfiralle z € C.

Sei M := {x € C | p'x = p'2}. Fiir n = 1 ist alles klar (konvexe Mengen
sind dann Intervalle und Extremalpunkte die endlichen Intervallgrenzen). Fiir
n>1gibtesie€ {1,...,n} mit p; # 0.

C .= {xeR”_l | 3y € R: (1, ..., Ti1, Yy Tis ooy Tn) | EM}

Die Menge C ist konvex, weil M konvex ist, und abgeschlossen, weil C' =
prrn-1 M als Projektion einer abgeschlossenen Menge abgeschlossen ist.

Induktion liefert, dass C einen Extremalpunkt # enthilt. Sei Z jener Punkt in
M mit

1 =
y=—- p'E— sz‘jfl?j
j=1

bi
i7#]
Wir zeigen, dass T extremal in M ist. Dazu betrachten wir das Optimierungs-
problem
(%) min p'z

st.x e’
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3 Optimalitédtsbedingungen

Sei 21,29 € M mit T € Z1z3 und sei ¢: M — C bijektiv.

0(T) € p(21)p(22),0(T) = &
= ¢(Z) = p(21) oder p(T) = p(22)
=T =2z oder T = 29

Wegen T € M gilt p'Z = p'#, und wegen T € C ist Z ein globales Optimum
des Problems (x). Die Zielfunktion von (x) ist linear, also auch konkav. Aus
BILIS(ii) folgt mit M = S(p'z,C), dass T extremal in C ist.

(ii) Sei 0.B.d.A. C # 0 und Cy sei die abgeschlossene konvexe Hiille der Extre-
malpunkte von C. Da C konvex und abgeschlossen ist, gilt Cy C C. Da C
kompakt ist, ist C' auch beschriankt, d.h. es gibt u wie in (ii). Also gibt es
einen Extremalpunkt von C und Cj # (). Angenommen, Cy # C, dann gibt es
z € C ' mit z ¢ Cy. Nach dem Separationssatz existiert p € R™ mit p # 0 und
& € Cy, sodass p' z < plopt < p'x fiir alle € Cy gilt. Wir betrachten das
Optimierungsproblem

min pTx
st.xeC

Es gibt mindestens eine Losung, weil p'x stetig und C kompakt ist. Sei
M = S(p"z,C). Da M beschriinkt, nicht leer und konvex ist, gibt es einen Ex-
tremalpunkt Z in M, der auch extremal in C'ist, d.h. z€ Cound p'z <p'x
fiir alle z € C. wegen z € C muss jedoch p'Z > p'2 > p' 2 gelten — Wider-
spruch. Also ist Cy = C.

O]

Theorem 3.1.20

Ist f stetig und quasikonvex auf der kompakten, konvexen Menge C C R™, dann hat
das Optimierungsproblem

(%) min f(z)
st.xeC

eine globale Losung, die extremal in C' ist.

Beweis. Da C kompakt ist, hat (%) eine globale Losung #. Nach Krein-Milman ist
C' die abgeschlossene konvexe Hiille der Extremalpunkte. Nach dem Satz von Ca-
rathéodory ist & = > 7" | \ja; mit a; > 0, ;" A = 1, und die z; sind auch Extre-
malpunkte von C.

Da f quasikonkav ist, gilt f(&) > min(f(xo),..., f(z,)) und f(&) < f(z) fir alle
z € C. Also gibt es ein ¢ mit f(z) = f(z;), d.h. z; ist auch globale Lésung und
extremal in C. 0
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3.1 Konvexe Analysis

Theorem 3.1.21

(i) Ein Punkt z im Polyeder C' = {z € R™ | Az > b} ist extremal genau dann,
wenn die Matrix Ay, mit J = {i | (Az); = b;} Rang n hat (A € R"™*").

(ii) Ein Polyeder hat hochstens endlich viele Extremalpunkte. Diese werden Ecken
des Polyeders genannt.

Beweis.
(i) Seien y,z € C'\ {z} mit z € yz. Dann gilt x =ty + (1 — ¢)z fiir ein ¢ € 0, 1].

0<t(Ay—0b)i+ (1 —t)(Az—b); = (Az—b); =0 i€ J
= (Ay—b); =0und (Az—b); =0firie J

= (Ay)i = (Az); = (Azx); = b; firi € J

= Ary=Arz=A5;z ="

Hat Aj. Rang n, so folgt daraus © = y = z, also ist x extremal, wennrk A;. = n
ist.

Gilt andererseits, dass A . nicht rang n hat, dann existiert w # 0 mit Aj.w = 0.
Wir betrachten x e - w

=b ieJ

(A(x £ ew)); = (Az); = (Ax); + € - (Aw); {> b; i ¢ J e klein genug

Alsoist z £ ew € C und z € (x — ew)(x + ew), d. h. z ist nicht extremal.

(ii) Jeder Extremalpunkt von C erfiillt eine Gleichung der Form Aj.a = b; fiir
eine Indexmenge J, sodass Aj. Rang n hat. Jede dieser Gleichungen hat aber
hochstens eine Losung. Aus {1,...,m} kann man aber hochstens endlich viele
Indexmengen auswahlen.

O]

Korollar

Ein lineares Optimierungsproblem hat stets eine globale Losung in einer Ecke des
zuléissigen Bereichs, falls dieser nicht leer und beschrankt ist.

Theorem 3.1.22

(i) Ist C C R™ ein Polyeder, dann ist jedes affine Bild von ¢’ = {Bz +b |z € C}
ebenfalls ein Polyeder.
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3 Optimalitédtsbedingungen

(ii) Eine Menge ist genau dann ein Polytop (affine Hiille einer endlichen Menge),

wenn sie ein kompakter Polyeder ist.

Beweis.

(i) Sei C,11 € R™"! ein Polyeder. Wir zeigen, dass fiir

28

X1 T
Tn: R R™, : —

Tn41 Tn

die Menge 7, (Cyp+1) ein Polyeder ist.

Fourier-Motzkin-Elimination:

Cn+1={<§> ]a:eR”,feR,Aera{zd}

Es gilt 0.B.d. A. a; € {—1,0,1} fir alle 4, [ := {i | a; = 1}, J := {i | a; = 0},
x

§

K :={i | a; = —1. Fiir welche z € R" existiert ein £, sodass ) € Cpy1 gilt?

Das ist dann der Fall, wenn

x€Cpi={x|Ayx >ds,(Ag.x —dg) > (—Aipx +d;) Yk e K,Viel}

Ar —d > —a&
Apr —dp > § > —Apr + d;
Apx —dy > ¢

Offensichtlich ist C, ein Polyeder. Sei
C':={yeR™| Az >d,y = Bz + b;,z € R"}

(Das ist das affine Bild von C fiir C' = {z € R" | Az > d}.) Wir betrachten

c" _{@) yAa:zd,y_B:Hb}

Offensichtlich ist C” ein Polyeder. C" ist die Projektion von C” auf die ersten
m Komponenten. Wegen Induktion und F-M-Elimination folgt, dass auch C’
ein Polyeder ist.



(i)

3.2

3.2 Optima ohne Nebenbedingungen (im Inneren)

Ist C ein kompakter Polyeder, so besitzt C' endlich viele Ecken (Theorem [B1.2T]).
AuBlerdem ist C' die konvexe Hiille aller Extremalpunkte (Theorem BI.T9]
B.1.16)). Folglich ist C' ein Polytop.

Sei C' ein Polytop. Sei A die Matrix, deren Spalten aus den endlich vielen
Punkten gebildet wird, die C konvex erzeugen. Dann ist

C={Az|z>0,e 2z =1}

(d. h. die Menge aller Konvexkombinationen). Die Menge C' ist als affines Bild
eines Polyeders wegen (i) wieder ein Polyeder. Kompaktheit folgt aus Theo-
rem [3.1.10]

O]

Optima ohne Nebenbedingungen (im Inneren)

Theorem 3.2.1 (Unrestringierte Optimalitatsbedingungen)

(i)

(i)

(iii)

Sei f: R" = R eine C'-Funktion. Ist & € R ein lokales Optimum von f, dann
gilt g(z) = 0.

ist f sogar C? und 2 ein lokales Optimum, dann ist G(#) positiv semidefinit,
falls  ein Minimum ist, und negativ semidefinit, falls £ ein Maximum ist.

Ist f eine C?-Funktion und # € R” mit g(#) = 0 und gilt G(&) ist positiv
(negativ) definit, so ist & ein Minimum (Maximum).

Beweis.

(i)

(i)

Sei fr(y) == f(Z1,.. Tk—1,Y, Tkt1,--.,Tn). Da & lokales Extremum von f ist,
ist Zj, lokales Extremum von fj. Daher gilt f; (Z5) = 0. Wegen f, (&x) = %(i)

ist g(&) = 0.

Der Satz von Taylor besagt, dass

o [EEM=F@) L LAY (- im -
) 172 _2<Hh\|) G()<HhH)+R(h) (lim R(h) = 0)

Falls G(&) positiv definit ist, folgt, dass ﬁ € 5"~ ! wobei S"! die kompakte
Einheitssphére im R” ist. daher nimmt 3w’ G(2)w fiir w € S™! ist Minimum
an. Sei v dieser Wert. Es gilt v > 0. Sei h so klein, dass |R(h)| < §. Dann folgt
aus (x), dass f(& + h) > f(z) ist. Also ist & lokales Minimum. Fiir Maximum
betrachte — f.
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3 Optimalitédtsbedingungen

(iii) Ist G(#) micht postiv semidefinit, dann existiert ein y mit y' G(&)y < 0,
ly|| = 1. Fiir beliebiges A\ # 0 folgt

<Hi?:;\>T @) (ﬁin) =y Ga)y=a<0

Sei A so klein, dass |R(A\y)| < § ist. Dann folgt aus (x), dass f(& + A\y) < f(%)
— Widerspruch dazu, dass & ein lokales Minimum ist.

O]

Bemerkung:

(i) Die Z mit g(&) = 0 heiBen kritische Punkte von f.

(ii) Eine C'-Funktion f heifit gleichmdfig konvexr in C, falls ein a > 0 existiert
mit

f) = fx) —g(@) (y — 2) > aly — [l

Fiir solche Funktionen ist & genau dann ein Minimum, wenn g(&) = 0 gilt.

Definition 3.2.2. Sei f eine C'-Funktion und g(2) = 0, und es gebe eine Umgebung
U von &, sodass f|y gleichméBig konvex ist. Dann ist & ein lokales Minimum, und
wir nennen ein solches & ein nicht degeneriertes oder starkes Minimum von f.

Beispiele

o fixrs a?
f(0)=0
17(0) >0
Die hinreichenden Optima-
litdtsbedingungen gelten.

] f cxe

f)=0

F(0) >0

Die notwendigen Optima-
litdtsbedingungen 2. Ordnung
sind erfiillt, f hat bei 0
aber kein Minimum, weil

F7(0) # 0 ist.
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3.2 Optima ohne Nebenbedingungen (im Inneren)

ff: T = CL'4
) =0
f'(0) =0

Die Funktion hat aber bei 0 ein loka-
les Minimum, das die hinreichenden
Optimalitdtsbedingungen 2. Ord-
nung nicht erfiillt.

h:R—R )
T 22

h(z) = e x#0
0 z=20

Die Funktion A ist C*° und es gilt
R (0) =0 Vn, also ist h glatt bei

1

~ T a2
h(x) = e x>0
0 <0

~ ex? x>0
h(z) =<0 <0

_1
e 2 x>0

Auch ;l ist C°°.

Sowohl A als auch ;L erfiillen alle notwendigen~Optimalitétsbedingungen (jeder

Ordnung), h hat bei 0 ein lokales Minimum, h nicht.

1
e =2 <0

];(x):{o x>0

kap(z) = k(a—pB)k(z—a) fir 8 > a
Auch k, g ist C°° und hat kompak-
ten Tréger.
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3.3 Optima mit Nebenbedingungen

Theorem 3.3.1 (Lagrangesche Multiplikatoren)

Sei U C R™ offen, f: U — R,F: U — R™ seien C'. Weiters sei & lokales Mini-
mum des Optimierungsproblems

min f(x)
s.t. F(z) =0
Gilt rk(F'(2)) = m (dann muss m > n sein!), so gibt es einen Vektor § € R™ mit
g(#) + F'(2) g =0

Die g heiflen Lagrangesche Multiplikatoren.

Beweis. Da & lokales Minimum ist, muss F(&) = 0 gelten. F’ ist stetig und F’(&)
hat maximalen Rang. Wir teilen z = (s, t) so, dass wir in einer Umgebung von Z die
variable s durch ¢ ausdriicken konnen, d.h. s = h(t), sodass F'(h(t),t) =0 V¢. Wir
setzen ¢(t) := f(h(t),t) und erhalten

of(2)
Js

weil & ein lokales Minimum ist (Theorem ?77).

of(z)

h(t
Vh(t) + =5,

Vi) =

=0,

OF (&) _ . OF(2) - [OF(@)\ " 0F(z)
5 V(D) ++— —0:>Vh(t)_—< o ) T
Also gilt
~ ~ —1 ~ A~
(%) V(t) = —ag(f) (agf)) : 81;?) + 81;(;) =0
Wir setzen

- Os O0s

R () <8F<a:~>>‘1

Wegen (x) gilt dann

OF(@)T . 0f(®)T _

0
8s 7 ds
und wegen der Definition von g ist
OF (&))" of ()"
@), @

at T ot
Also folgt
9@+ F'(&)'g=0
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3.3 Optima mit Nebenbedingungen

Bemerkung: Die Bedingung rk F’(#) = m ist eine Forderung an die Nebenbedin-
gung. Solche Forderungen nennt man auch Constraint qualification. Sind sie nicht
erfiillt, d.h. rk F'(#) < m, dann gibt es ein § mit F'(#)"g = 0 und § # 0, d.h.
0-g(&) +F'(2)'5=0

Korollar 3.3.2 (Lagrangesche Multiplikatorregel ohne CQ)

Sei U C R" offen, f: U — R, F: U — R" seien C'. Weiters sei & lokal inimal
fiir

min f(x)
s.t. F(z) =0

Dann gibt es k > 0 und § € R", nicht beide gleich 0, mit
rg(&) + F'(2) 5 =0

Beweis.

Fall 1: rk F'(Z) = m, dann ist K = 1 und § wie im Theorem

Fall 2: rk F'(Z) < m, dann ist = 0 und § wie in der Bemerkung vor dem Korollar

O]

Beispiel

min ax + by a,beR

st.x?—y=0
20 —y—1=0
F={1,1)}

f(1,1) =a+bund (1,1) ist lokales Minimum

(2 ). wruamics ()
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3 Optimalitédtsbedingungen

Gilte g(2) + F'(2) "9 = 0, dann wiirde folgen

()2 (=)=

+ =

b 2 -1 Y2 0 b=y + 1y

Das ldsst sich nur dann nach (y1,y2) 16sen, wenn a = —2b ist, d.h. nur in einem

speziellen Fall der Zielfunktion gilt die Lagrangesche Multiplikatorenregel. Mit x = 0

ist z.B. g = ! ) ein Multiplikator.

-1

Nehmen wir an, dass die CQ gelten. Dann muss ein lokales Minimum 2z erfiillen
F(&) =0

g(#)+ F'(2)Tg=0 fiir ein §

\_/

L(z,y) := f(z) +y' - F(x) ... Lagrange-Funktion

VL(r,y) = <g<w> * 5’)@)@)

Das 7z lokales Minimum (mit QF) ist, impliziert die Existenz von g mit VL(z,y) = 0.
Also ist (z,9) ein kritischer Punkt von L. Im Allgemeinen ist (&, ) kein Maximum
oder Minimum, sondern oft ein Sattelpunkt (im konvexen Fall immer), z. B.

min 100z

st. 22 =0

L(z,y) = 1002? + yz* = (100 + y)z*
22(100 + 0
Chteay - (159 _ (1

(z,y) = (0,0) = = = 0,y beliebig = L(0,0) =0
L(e,0) = (100 + 8) - €2 > 0 = (0,0) ist Minimum
(z,y) = (0,-100) = L(0,—100) = 0
L(e,8 —100) = 6 - €2 = (0, —100) ist Sattelpunkt
(z,y) = (0, —200) = L(0,-200) = 0
L(g,8 — 200) = (6 — 100) - €2 < 0 = (0, —200) ist lokales Maximum

Im Folgenden sei mit V,L(z,y) der Teil des Gradienten bezeichnet, der nach x
abgeleitet entsteht. Dieser wird auch reduzierter Gradient von L genannt.
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3.3 Optima mit Nebenbedingungen

Theorem 3.3.3 (Optimalitatsbedingungen 1. Ordnung fiir lineare Nebenbedin-
gungen)

Ist die Funktion f auf dem Polyeder C := {x € R" | Az > 0} mit A € R™*" b € R™
eine C'-Funktion, dann gilt:

(i) Ist & eine lokale Losung des Optimierungsproblems
min f(x)
s.t. Ax > b,
dann existiert g € R™ mit
g(2)=A"g
inf(y, Az —b) =0

ii) Is onvex in C, dann ist jeder Punkt z, fiir den ein y wie in (i) existiert,
ii) Ist f ki in C, d ist jeder Punkt x, fiir d in g wie in (i istiert
globale Losung des Optimierungsproblems.

Beweis.
(i) Sei p gegeben mit Ap > 0. Wir setzen z := Z + p. Dann gilt

Az=Ai +Ap>b=2€C=g(@) (2 —2)=g(&) 'p>0

Also existiert kein p mit Ap > 0 und ¢(£)"p < 0. Also existiert nach dem
Lemma von Farkas ein § mit AT¢ = g(z) und ¢ > 0.

Der Rest von (i) folgt aus BII0l (polarer Kegel).
(ii) Ist f konvex, dann folgt aus (i), dass
g@)" - (z—2)>0 VzeC

Also ist & globale Losung des Optimierungsproblems.

]
Beispiel
min f(z) f:~—=R
s.t. x € [a,b]
/
fl(@1) =0
G ' f'(a)=0
f'b) <0
a o b
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3 Optimalitédtsbedingungen

Aquivalentes Optimierungsproblem:

min f(x)

Q17g2 > 0
y1(x —a)=0
go(—z+b) =
& €la, b= 91 =192 = g(&) = f(2) =0
t=a=70=0,01>0=g(a) = f'(a) =41 >0
t=b=191=0,02>0=g(b) = f(b) =2 <0
3.4 Dualitat
min f(x)
(OI) st F(z) >0

zeC

Es sind f,F € C! konvex und C konvex. Wir betrachten daher die Lagrange-
Funktion

L(z,y) = f(x) +yTF(z)

Die zuldssige Menge
F:={xeC|F(z) >0}

ist konvex, und jedes Minimum ist ein globales.

Proposition 3.4.1

Gibt es fiir das Problem (OI) einen Punkt € C und ein y > 0 € R™ mit
g(x) + F'(x) Ty = 0, dann gilt

min{f(¢) | t € F} > L(z,y)
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3.4 Dualitét

Beweis. Sei z € F. Dann gilt

F(2) = f@) 2 g(2) (2~ 2) = —y Fl(a)(z = 2) > ~(y  F(2) —y ' F(z)) 2y F(z)
= f(2) = f(z) +y  F(x) = L(z,y)

Wir konstruieren das Optimierungsproblem

max L(x,y)
(OD) sit. g(z)+ F'(z) 'y=0
xeC,y>0

und nennen es das zu (OI) duale Optimierungsproblem.

Sei (Z,y) eine Losung von (OD) und & eine Losung von (OI). Dann gilt L(Z,y) <
f(z). Wir definieren A := f(&) — L(z,y), die Dualititslicke von (OI) und (OD).
Gilt A =0, dann ist Z = & und es gibt § = y mit

(%) g(@) + F'(#) =0

AuBlerdem wissen wir, dass

(%) < inf(g,—F(z)) =0

Wenn wir einen Punkt finden, der (x) und (#x) erfiillt, dann ist er optimale Losung
von (OI) und (OD). Ist A = 0, dann kann man die Losung eines Optimierungspro-
blems finden, indem man Gleichungen 16st.

Theorem 3.4.2 (Hinreichende Optimalitatsbedingungen fiir konvexe Probleme)

Sei C C R™ konvex, f: C — R, F: C — R™ seien konvexe C'-Funktionen. Gibt
es £ € C'und § € R™ mit

9(#) + F'(&) "5 =0
inf(g, —F (%)) = 0,
dann ist & globale Losung von (OI) und (,7) globale Losung von (OD) und die
Dualitétsliicke A = 0.

Beweis. Folgt aus der Diskussion und der Konvexitidt von f und F. O
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3 Optimalitédtsbedingungen

3.5 Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen

Theorem 3.5.1 (Allgemeine Optimalitatsbedingungen 1. Ordnung fiir konkave
Nebenbedingungen)

Sei & eine (lokale) Losung des Optimierungsproblems

min f(x)
s.t. Az >0
F(z)>0

mit A € R™*" b € R™ und f: R® — R, F: R® — R" beide C! auf Cy := {z €
R™ | Az > b}. Ist F' konvex, dann existiert § € R™ und Z € R mit

g(@) =AMy + F'(2)" 2
inf(g, Az —b) =0
inf(2, F()) =0

Diese drei Gleichungen werden Karush-Kuhn- Tucker-Bedingungen genannt.

Beweis. Sei F konvex, x ein zulédssiger Punkt, g := g(x). Es sei p € R", sodass

9'p<0
(Ap); >0 J:={ie{l,...,m}| (Ax); = b;}
(Fl(z))k >0 K:={ie{l,...,n}| F(z); =0}
Sei x > 0 klein genug, dann gilt
Az +ap) = Az +aAp > b
Fx+ap) > F(z)+aF' (z)p>0
- F—i(x)
1. Fall: Fj(z) >0, > )]

2. Fall: Fj(x) =0= (F'(z)p); >0

Also ist « + ap zuldssig, wenn « klein genug ist.
fl@+ap) = flx)+ag p+ola) < f(z) fiir a klein genug

Folglich kann x kein lokales Minimum sein.
Ist 2’ lokales Minimum, dann kann es kein solches p geben. Aus dem Lemma von
Farkas folgt: Es existiert ein Vektor

q= (g;) mit g = Aj§s + F'(#) ki, §7>0,2x >0
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3.5 Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen

5 g firieJ 5 zj firje K
;o= Zi =
vi 0 sonst J 0 sonst
Folglich ist g = AT¢ + F'(2) "2 und

inf(§, Az — b) = 0

inf(, F(#)) = 0 }Komplementarltatsbedlngungen

O]

Bemerkung: Das spezielle an Therem B.51] ist, dass keine CQ (Rangbedingun-
gen usw.) bendtigt werden. Andere (nichtlineare) Ungleichungsnebenbedingungen
verwandelt man zur Herleitung der Theorie in Gleichungsnebenbedingungen durch
Einfithrung von Schlupfvariablen:

Dann ist w + a(z) — b(z) =0 und w > 0.

Theorem 3.5.2 (Allgemeine Optimalitatsbedingungen 1. Ordnung)
Sei z lokale Losung des Optimierungsproblems

min f(x)
(OP) s.t. C(z) >0

wobei f: R® — R, C: R® — R™, F: R® — R" alle C'-Funktionen sind und C
zusétzlich konvex sei. Dann gibt es 0 < xk € R, g € R", 2 € R™ mit

rg(2) = C'(&) g+ F'(2)" 2
inf(j,C(2)) = 0
F(&)=0

und entweder kK = 1 oder k =0, 2 # 0.

Definition 3.5.3. Seien zwei Optimierungsprobleme

() min f1(z) (56) min f5(z)

s.t.x € Fy st.x e Fy

gegeben. Das Problem (#*) nennt man eine Relazation von (x), wenn F; C Fo
und fi(z) > fa(z) fir alle z € Fy gilt.
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3 Optimalitédtsbedingungen

Lemma 3.5.4

Betrachten wir (%) und (xx) wie in Definition und sei (xx) eine Relaxation
von (%) mit Fy # (0, F1, Fo kompakt.

(1) Ist (xx) losbar, dann auch (x) und es gilt f1(Z1) > fo(Z2), wobei  eine globale
Losung von (%) und Zy eine globale Losung von () ist.

(ii) Ist z die globale Losung von (%) und gelten & € F; und f1(z) = f2(Z), dann
ist & auch globale Losung von (x).

BILD

Bewess.
(i) Es gilt f1(Z1) > fa2(Z2). Losbarkeit folgt aus Bekanntem.

(ii) Sei z € F;. Dann gilt
f(x) = faz) > fol@) = f1(2)

Also ist & eine globale Losung von (x).

BILD

Beweis von [3.5.2. Wir betrachten das Optimierungsproblem

min f(z)

st. Az >b
F(z)=0
xeU

Dabei ist U eine kompakte konvexe Umgebung von Z, in der & globales Minimum
ist.
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3.5 Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen

e Idee: (OP) ist eine Relaxation von (6?) und Z ist eine globale Losung von
(OP). Aulerdem ist Z zuldssig fiir (OP) und die Zielfunktion fiir (OP) und
(OP) stimmen iiberein.

Sei x zulédssig fiir (6?), dann ist F(z) = 0. Es gilt C(z) = C(z + (x — )) >
C(z)+C'(2) - (x — 2), weil C konvex ist. Fiir geniigend kleines U gilt daher

C(z)y > C@)y+ C'(@)g (- 3) = Az —b >0
C(x)cs > C(&)os + C'(@)cr(x — ) s.(x — &) >0

Also ist z zuléssig fiir (OP).
o Idee: Bedingungen des Satzes fiir (6?)

kg(2) = ATg+ F'(2)' 2
inf(j, A& — b) =0
F(Z)=0 k=1VE=0A2#0

3

kg(#) = C"(2) T+ F'(2) " 2, wobei 2 = Z

N v t€J . o e s .

g = inf(y, C(z)) = 0 ist richtig, weil fiir die Komponenten i € J:
0 sonst

giC(i‘)i:gi-O:Ofﬁri¢Ji W611§¢:0:>0-C(§:‘)i:0

Also miissen wir den Satz nur fiir (6?) beweisen, d.h. C ist 0. B.d. A. linear.

e Idee: Wir reduzieren das Problem auf den Fall rk F'(z) = r.

Ist nimlich rk F'(#) < r, dann gibt es 0 # 2 € R” mit F'(2)"2 = 0. Dann
setzen wir k = 0, § = 0. Mit diesen Wahlen sind alle Bedingungen erfiillt.

Sei nun rk F’(#) = r. Daher gibt es eine Menge R, sodass F'(&).p regulir
ist. Sei S eine Matrix mit Eintrégen in {0,1} und der Eigenschaft Bs = sp
mit 7 = {1,...,n} \ R fiir alle s € R” und B € R, Wir betrachten die

Funktion (@)
n n o F(x
¢: R" > R", &(z):= <B$—Bi>

Es gilt

P'(3) = (F/l(f)> = ( F/(SE):R F/(f ) ) ist regulir.

Der Satz iiber inverse Funktionen liefert eine Ungebung V von 2 und eine
Umgebung W von 0, sodass ®: V' — W bijektiv ist, =1 ist C! und ®~1(0) =
z.
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3 Optimalitédtsbedingungen

42

Zu einem gegebenen Vektor p mit F’'(2)p = 0 definieren wir

S(a) = o1 <a%p> -

ist C'! und existiert fiir kleine |a.
S(0)=o71(0) -2 =0
also folgt

o (5 oo (o () - ()

Also ist F'(z + S(a)) = 0 fiir |o klein.

o
B2
2

[

«
S(0)=0
Das heifit & + S(«) lduft entlang der Nebenbedingung F'(x) = 0 in Richtung

P.

F'(& 4 s(a))s' (o)
/ —
Ve = (TG
s'(0)

=)= (9)-()

Also gilt s'(0) = p, d.h. p ist Tangentialvektor von & + s(a) bei &.
Angenommen, p erfiillt

g'p < 0
(Ap)y > 0 v ®
Fl(@)p = 0
Dann gilt nach dem Satz von taylor
A-(2+s(a)) =A@+ s(0) + as’(0) + o(a)) = = Az + aAp + o(«)

Also ist & + s(«) zuléssig, wenn « klein genug ist.

(@ + 5(0) = 97 (2 + 5(0))s'(a)
d

dal_, fl@+s(a)=9"p<0

Also wird f lokal kleiner bzw. & ist kein lokales Minimum fiir a — f(Z 4 s(«)),
daher auch kein lokales Minimum, also keine 16sung von (R). Da Z lokal optimal
ist, gibt es folglich kein p, das (®) erfiillt.



3.5 Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen

Wir wenden jetzt den Transpositionssatz an:

T
_ 9 }K

B = AJ:
Py ) YT
Gleichung (® ist dquivalent zu (i) im Transpositionssatz, und fiir (ii) deinieren
wir
K } K
q= Yy
z oI

Es gibt also ¢ mit BTq = 0,qx > 0,qx # 0, d. h.
—rg+ AJgs+ F'(#) 2= 0,k 20,45 2 0, (x,§s) # (0,0)
Es sei §7 := 0, dann ist kg = A" g+ F'(2) " 2
Sei Kk = 0 = 2z, dann folgt:
ATg=0=b"y=(A2) " g=2"ATj=0

Also gilt fiir alle zuléssige x € U, dass

(Ax—b)Tg:xT@—b\TE:O, Az —b>0,5> 0,50

=0 =0
Also gibt es i, sodass fiir alle x € U gilt: (Ax — b); = 0; wir definieren
K:={i|(Ax);=b; Yz eU}#0D
Dann ist Ax.xz = bg losbar.
Sei L so gewahlt, dass Ar. linear unabhingige Zeilen hat und L C K maximal
ist mit dieser Eigenschaft.
M:={1,....m}\ K

Dann ist Ag.x = bg genau dann wenn Ay.x = by, und die Menge der zuléssigen
Punkte des Optimierungsproblems kann auch fiir x € U beschrieben werden
durch

Apr.x > by
(xx) Ap.x > bg
F(z)=0
Wir beweisen noch einmal fiir das System der Nebenbedingung (*x). Wir er-
halten k, yar, Y, Z mit
kg(#) = Ajpdar + ALTL + F'(2) 2
inf(gar, Apr@ — bar) =0
Az =br,F(2)=0
K >0,9m > 0,(k, gar) # (0,0)
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3 Optimalitédtsbedingungen

Sei k =0 und gy, = 0 = zr. Dann gilt A]T\/[:ng = 0 und es gibt j € M, sodass
fir alle z € U gilt: (Az —b); = 0. Alsoist j € Kund j € KNM =0 -

Widerspruch! Daher gilt k # 0 oder (g, z) # (0,0).
Sei k =0 und z = 0, dann ist gz, # 0 und g = 0, weil dann gilt

ALIL+ Ay =0
Wegen des Arguments von vorhin folgt fiir alle j mit y; # 0, dass

jeEK=j¢M=gy=0=A5,=0

Also ist yr, = 0, weil Ap. linear unabhéngige Zeilen hat. Folglich ist fiir kK = 0

automatisch z # 0.

Es bleibt zu zeigen, dass ¥ > 0 moglich ist: Wir zeigen, dass es y > 0 gibt mit

Ay = ajrgu + AL
Wir wissen, dass Ap > 0, Ax.p # 0 inkonsistent sind, weil

Ap>0= AT +p) >b= Ax.i+Ax.p=bx = Ag.p=0
b
xT K

Speziell sind daher Ap > 0 und g}A k:p < 0 inkonsistent.

Nach dem Lemma von farkas gibt es ¢ > 0 mit
Alq= Ak = ALiL
Sei nun yas := Yy + g und yx = qi, dann ist

ATy = a—ll\—/l:gM + A—Lr:gL

z

Ist k= # 0, so setzen wir § := £, 2:= Z;ist kK = 0, so setzen wir § :=y, 2 := Z.

Korollar 3.5.5
Ist die Situation von gegeben und gilt die CQ

C'@)Jys+F(@)T2=0 =0
yr =20

mit J = {i | C(&); = 0}, dann gilt x = 1.
Lésst man y; > 0 weg und gilt immer noch

C'(&)jys +F(@) 2=0=2=0

Das ist genau dann der Fall, wenn F’(#) vollen Rang hat.
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3.5 Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen

Korollar 3.5.6

Unter den Annahmen von Theorem und einer der obigen CQ folgt, dass es
7 € R™ und 2 € R" gibt mit

g(&)=C'(2) g+ F'(2)"2
inf(g, C(&)) =0
F(#)=0

Diese Gleichungen werden Kuhn- Tucker-Bedingungen genannt. Ein zuldssiger Punkt
des Optimierungsproblems

min f(x)
s.t. C(x) >

( 0
F(z)=0

heifit Kuhn-Tucker-Punkt, wenn er die Kuhn-Tucker-Bedingungen erfiillt.

Theorem 3.5.7 (Notwendige Optimalititsbedingungen 2. Ordnung)

Sei das Optimierungsproblem

min f(x)
st. F(z) =0

n

TE [§7f] = H[ﬁwfl]

=1

mit C?-Funktionen f, F gegeben. Sei weiters & eine lokale Losung dieses Optimie-
rungsproblems und sei

Jo := {k | Ty = Xy, oder I = fk}

Ist die CQ von Korollar erfiillt, dann erfiillt die Hesse Matrix G der Lagrange-
Funktion
L(x,2) = f(z) + 2 F(x)

bei z, Z die folgenden &dquivalenten Bedingungen:
(i) F'(#)s=0,55,=0=5"Gs >0

(ii) Fiir eine (und daher jede) Matrix zg, deren Spalten den raum aller Vektoren
s mit
F'(2)s=0,s5,=0

aufspannen, gilt, dass zOT G positiv semidefinit ist.
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3 Optimalitédtsbedingungen

Bewezs.

(i) Das Optimierungsproblem ist ein Spezialfall des Problems in Theorem
Wir untersuchen die Menge der Losungen mit F(xz) = 0,z = &j,. Diese
Menge kann man parametrisieren durch eine Funktion z(s) mit s € S := {s €
R" | F'(&)s =0, s, = 0}.
0 < f(z(s)) = f(2) = L(2(s)) — L(Z)

1
= L(#,2) + L'(2, 2)((s) — &) + S (w(s) — &) ' L"(#, 2)(w(s) — &)+
+o(lls]|*) — L(#, 2)
1

= S((s) =) T1"(0, 2) (a(s) = &) + o Is]?)

1 ~
= 557 Gs+ol|s)

Wegen der Kuhn-Tucker-Bedingung gilt V,L(Z, 2)(z(s) — ) = 0 und wegen
der Komplementiarbedingung

c<x>=($“”> _. (y):» 0@) —F@) E=gi—Gs  G1ie >0

r—2 Y2

(@(J)=2)s =0 Gig1,..mpso =0

= Vo(L(£,2); =0 fallsi ¢ Jy
(X(J)—2); =0 fallsie Jy

Setze fiir s = €5 und lasse ¢ —» Ve
1 ~
=0< issTGes + o(|les]|?)
Sl 1 )
=0< 25 Gs+ 6—20(||55|| )
1

=0< §STGS Vs wie gegeben = (i)
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3.5 Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen

(i) < (ii) Gilt (i), dann erfiillt der Vektor s = zp fiir alle p die Bedingung (i), also
p' %Gz p>0
——
=27 Gz0=0

Umgekehrt kann jeder Vektor s, der die linke Seite von (i) erfiillt, als s = zop
geschrieben werden.

O]

Proposition 3.5.8
Sei Z ein Kuhn-Tucker-Punkt fiir das Problem

min f(x)
s.t. F(x) =0
x € [z,7]

Der Multiplikator fiir F' sei 2. und

D :=diag (

Gilt fiir eine C''-Funktion ¢: R™ — R mit

©(0) =0,¢'(0)=2",

dass die augmentierte Lagrange-Funktion

Wir setzen

L(x) := f(z) = p(F()) + %HD(IE — )3

konvex ist in [z, 7], dann ist Z die globale Losung fiir das Problem. Ist L sogar strikt
konvex, dann ist & die eindeutige globale Losung.

Bemerkung: Wegen der Schlupfvariablen-Technik ist dieses Optimierungsproblem
dquivalent zu jenem in Theorem [3.5.2]

Beweis.
L(z) = f(#)
L(z) = g(x) — ¢ (F(x)) - F'(2) + (x — &) D?
(@) =g@) — 2T Fl@) =4
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3 Optimalitédtsbedingungen

Die Konvexitit von L in [z, Z] ergibt

Ist = zuldssig, also F(x) =0, so gilt
. 1 R . R . 1 R
f(a) = L(z) = 5|D(z — > f@) +9" (¢ —2) - 51D = )13
Zu zeigen:

. " .
9 (x—2) - LG 2)3 >0
1 N . .
=3 > 20k (xk — ) — Diy(an — )
P
= }ZQ%(% — &) (1 — M(ka — @k)>
2 4 (T — Zp) Yk
=it (1- 2 o 5)) )
A Tk — Xy,

1.Fall: gp=0= (x)=0

2. Fall: g > 0= & = z;, (yx ist Lagrange-Multiplikator)

1
1 — — 1) >0
( F—— (K SEk)) k(@ — ) >

3. Fall: g, <0=

k(K — Ty) <1 - (z — 96k)> >0
Also ist immer () > 0 und f(z) > f(2), d.h. 2 ist globales Minimum.
Ist L strikt konvex, so gilt fiir z # &
L(x) > f(#) +9 " (¢ — &)
Also gilt f(z) > f(#) und & ist eindeutig. O

Theorem 3.5.9 (Hinreichende Optimalitatsbedingungen 2. Ordnung)

Wir betrachten wieder das Optimierungsproblem

min f(z)
s.t. F(x) =0
x € [z,7]

Sei J ={k|gr #0}, K ={k | g = 0 (y, 2 wie in Proposition B.5.8)).
Ein Kuhn-Tucker-Punkt Z, der eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt,
ist ein lokales Minimum:
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3.5 Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen

(i) F'(£)s=0,s; =0= sTGs>0oder s=0
(ii) Fiir eine (jede) Matrix Z, deren Spalten eine Basis des Teilraumes aller s mit

F'(#)s = 0 und s; = 0 bilden, ist z' Gz > 0.

(iii) Fiir eine (jede) Matrix A, deren Zeilen eine Basis des Zeilenraumes von F’(%).x
bilden, existiert 3 > 0, sodass G + BAT A > 0 ist.

Gilt J = Jy, so spricht man von strikter Komplementaritdt. Ein Kuhn-Tucker-Punkt,
der die dquivalenten Bedingungen erfiillt, heiflt starkes lokales Minimum.

Bemerkung:
=0 zp € ]Qk,fk[
Yk =4 >0 zp =z
<0 zp =7k

ked=gyx #0
= Ty =2, V T = Tk,
=keJy
=JCJy
Beweis. Wir beweisen, dass aus (ii) lokale Optimalitit folgt:

A= BF'(2).x B passende Matrix

Wir setzen ¢(s) := 275 — gHBSH%

= L"(z) = G(z) + BF'(x) ' B"BF'(z) — 2T F"(2) + BF(z) "B"B - F"(2) + D?

L"(z) = G(&) — 2" F"(2) +BF'(#) 'B"BF'(&) + D®, F(2) #0

=q

Da Hy = @kk(a?) + BAT A postiv definit ist, ist auch ﬁ”(ﬁ;)kk positiv definit.

Durch Vertauschen von z, 7 kann D ;; beliebig grofl gewihlt werden, also ist L (z)
positiv definit. Folglich ist L konvex und nach Proposition 77 ist & ein lokales Mini-
mum.

(iti)=(i) Sei s so, dass F’(#)s = 0 und s; = 0 gilt. Aus Asj, = 0 folgt s} Grrsg =
s;—(ékk + BAT A)sy, > 0, falls s, # 0 ist. Wegen s; = 0 gilt niamlich sTGs =
Sll—ékksk-
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3 Optimalitédtsbedingungen

(i)=(ii) Gilt s # 0, so gibt es p # 0 mit s = Z,, falls F'(z) = 0 und s; = 0 ilt. Gilt
p # 0, so ist auch s # 0.

0<s Gs= pTzTGZp
ii)=-(iii) Die Zeilen von A sind linear unabhéngig, also existiert P mit AP = I. Da
g1g

2TGZ positiv definit ist, existiert L (obere Dreiecksmatrix) mit z' Gz = LLT
(L ist regulédr). Wir definieren:

N:=GzL™ "
M :=P"(G—NN")uP
Sei nun x € \"", w := Axy. Der Vektor s mit s; = 0 und sg := xp — Pw erfiillt
Asp=w—w=20

und daher erfiillt s die linke Seite von (i). Jedes solche s kann so konstruiert
werden. Daher ist s = Zp (nach (ii)) und

z) Gery = (sp + Pw) ' Gri(sp + Pw)
= sl@k;@sk + 2(Pw)Tékksk + (Pw)T@kk(Pw)
s;—ékksk =5 Gs= pTZTGZp = pTLLTp
Gisy = Gixs = G.gZp = N.gL'p
= 2z Guar =p  LL Tp+ 2(Pw)TN:KLTp + (Aw)TG'kk(Pw)
=||L"p+ N Pw|3 +w' Mw
Ist B > ||M||2, dann gilt w' Mw > —fwTw fiir w # 0
) (Grr+BAT A)zy, = 2] G+ fw ' w = | LT p+ Ny Pw|2+w" (M +B2)w
Also ist Gpi, + BAT A positiv definit.
O
Man nennt Z ' GZ die reduzierte Hesse-Matriz der Lagrange-Funktion L.

Bemerkung: Die Liicke zwischen notwendigen und hinreichender Bedingung 2.
Ordnung:

notwendig: (i) F'(#) > 0,570 =0=s'Gs >0
hinreichend: (i) F'(#)s =0,s;=0=s Gs>0Vs=0
1. Liicke: positiv semidefinit vs. positiv definit

2. Liicke: Jy vs. J
Wir wissen: J C Jy

Man benoétigt also die positive Definitheit auf mehr Vektoren als man die positive
Semidefinitheit erhilt (ausgenommen es gilt strikte Komplementaritét).
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4 Liniensuche, Abstiegsverfahren

4.1 Abstiegsverfahren

Abstiegsverfahren dienen zur Lésung von Optimierungsproblemen ohne Nebenbedin-
gungen bzw. mit Schrankenbedingungen. Eine Folge von zuléssigen Punkten (xy),
ist eine Abstiegsfolge, wenn fiir alle £ gilt:

f(@es1) < f(zo)

Dabei ist f die Zielfunktion und f; := f(x¢). Manchmal schreiben wir auch f fiir fy
und f fiir fyy1. Fiir eine Abstiegsfolge tritt immer eines der folgenden Resultate ein:

(i) Es gibt eine Teilfolge mit ||z, | — oo.

(ii) Es gibt eine konvergente Teilfolge (im Fall von Nebenbedingungen), deren
Grenzwert nicht zuléssig ist.

A~

(iii) Der liminfy o f¢ = f ist endlich.
Die Menge D = {z € F: f(z) = f} enthilt eine Folge von Punkten &, und
lxe — Z¢|| — O fiir £ — 0.

Bemerkung: Fir f: R — R siejt ein starkes lokales Minimum so aus: In einer
kleinen Umgebung hat f die Form einer Parabel.

Lokal sieht ein Minimum wie eine Nullstelle 2. Ordnung aus, d. h. der Gradient hat
in diesem Fall eine Nullstelle 1. Ordnung.
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4 Liniensuche, Abstiegsverfahren

Um die Konvergenz des Gradienten und den Abstieg im Funktionswert in Relation
zu setzen, ist es verniinftig, f — f und ||g||? in Relation zu setzen.

Proposition 4.1.1
Fiir jede Abstiegsfolge gilt:

(i) Gibt es eine Konstante o > 0 mit

/-1

1 — fr—
Loyl 5 ys g
7 2 il
oder
JeJen g unedalich viele €3> 0,
lgell
dann gilt
inf = d li =—
infllgell =0 oder  lim f, = —oc
(ii) Gibt es 6 > 0 mit
Lﬁ;l >§ V>0,
[lgell
dann gilt
lim ||g¢e]| =0 oder lim fr = —o0
{—00 {—00

Bemerkung: Heifit das schon, dass die Abstiegsfolge konvergiert, wenn sie be-
schrinkt ist?

BILD

Im konvexen Fall (genauer: wenn F konvex, beschrinkt und f gleichméBig konvex
sind) gentigt ||g¢|| — O schon, um zu zeigen, dass (z/), konvergiert, und zwar sogar
gegen ein Minimum.

4.2 Liniensuche

Liniensuchverfahren erzeugen einen Suchpfad x4 s(a) mit s: R — R", a > 0, 5(0) =
0. Man nennt s den Suchpfad und « den Schrittweitenparameter. Entlang des Such-
pfades wird ein Punkt Z gesucht, sodass f — f grof genug ist, d.h. es wird das &
bestimmt mit z = x+ s(&). Der Suchpfad muss jedenfalls die sog. Abstiegsbedingung
erfiillen:
g's(a) < —ea Ya>0,e>0,9#0
PE 4 gTs(a) + + ofs()
——

<—ca

f(z+s(a))
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4.2 Liniensuche

Die Optimierungsmethode bestimmt die Wahl des Suchpfades. Die Liniensuchme-
thode bestimmt die Wahl des Schrittweitenparameters.
Eine Liniensuche heif3t linear, wenn fiir die Suchrichtung p # 0 gilt:

s(a)=a-p
Die Abstiegsbedingung ist dann

g s@)=g'ap=ag'p< —ca Ya>0
=g'p<—
= ng <0

Nichtlineare Liniensuche

Parabolisch: s(a) = ap + a?q
Hyperbolisch: s(a) = —aZ(aD + E)~'zTg, D, E diagonal, Z Matrix

Proposition 4.2.1
Ist g # 0, dann erfiillt der Suchpfad die Abstiegsbedingung, wenn

(i) linear: 3B = 0 mit P = —B~1g
(ii) parabolisch: g'p <0, gT¢ <0

(iii) hyperbolisch: h := ZTg # 0, ming, 2o Di; = 0, ming, 2o Ey; > 0
Beweis. kurze Rechnung O

Eine Liniensuche heifit exakt, wenn

a = argmin f(z + s(a)),

«

d.h. & ist jenes a, fiir das f(z + s(«)) minimal ist.
Die einfachsten nichttrivialen Funktionen sind die quadratischen:

2 2
flz+ap) = f@) +ag@) p+ p Ga)p = f(z) + aa + =b
N—— 2 N—— 2

=a :=b
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4 Liniensuche, Abstiegsverfahren

Diese Funktion ist minimal bei o = —¢ fiir b > 0.
_ a
f=1@)=f(z-2p)
2
a a® T
=f—-- —p G
f=39 P+ gap Gp
T T,\2
9P T (9'p)° 7
=f- g p+ p G
p'Gp 2(p"TGp)?
_ L (9'p)
2 p'Gp
Fiir die Suchrichtung s = p ist das
_pod (g"s)*
2 sTGs
~—

=lsllg—llsle=Vs"Gs

F_op_ 1 (9792
dhf=f==3 "
Im quadratischen Fall ist eine Liniensuche exakt, wenn

]?_ f= _1 (9T5)2

2 Il

Man kann ||s||¢ berechnen, wenn die Hesse-Matrix G bekannt ist.

Alle Normen sind R™ #quivalent. daher kann man ||.||¢ durch .|| abschitzen.
Das fiithrt zu folgender Definition: Eine Liniensuche heifit effizient, wenn es ein € > 0
gibt, sodass fiir alle Schritte gilt:

;oo (g7
F=1===" e

Theorem 4.2.2

Sei (x¢)¢ eine Abstiegsfolge, die von einer effizienten Liniensuche-Strategie stammt.
Gilt

T
S
sup L < 0’
o llgell - lIsell
so folgt
lim [lgefl =0, Jim fo = —oc
{—00 {—00

Konvergieren die z, gegen ein lokales Minimum, dann ist die Konvergenz mindestens
lokal Q-linear.
Ist nun die schwéchere Voraussetzung

T
lim inf Je 5t

—— < 0
oo |l gell cot el
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4.2 Liniensuche

gegeben, dann ist
illf g =0 oder lim ’ = —
>0 H EH {—o0 ¢

Beweis. folgt aus Proposition 1.1l d
Der Goldstein-Quotient ist definiert als

fatse) o
p(zx) = TT5(a) f >0

Wegen der Abstiegsbedingung gilt (lokal)
flz+s(a)) < f(z)

und auBerdem ¢'s(a) < 0 fiir kleines a, d.h. p(a) > 0. Gilt also umgekehrt
g"s(a) < 0und p(a) > 0, so ist auch f(x+s(a)) < f(r). Nehmen wir an, dass s(a)
stetig differenzierbar ist, dann folgt

St s(@) — f@) g7 @) ~0

=1
a0 g's(a) a—=0  gls(a)

Also gilt p(a) = 1 fiir @ — 0 und p(ao) — 0 fiir o« — oo (falls f beschrénkt ist und
g's(a) < —e Vo), d.h. die Gleichung

pla) = p*  mit p* €]0,1]

hat mindestens eine Losung o > 0.

Theorem 4.2.3
Sei 0 < p/ < p” <1<y, dann ist jede Liniensuche mit

I« f_f <
(+) WSS
oder
f__f n
>
(%) gTs M

effizient. Die Gleichung (*) wird auch Goldstein-Bedingung genannt.

Bemerkung: BILDER

Gleichung (*) ist eine Bedingung an die Lénge der Schritte, 1’ sorgt dafiir, dass
sie nicht zu lang werden, und p” dafiir, dass sie nicht zu kurz werden.

Die Goldstein-Bedingung kann ausschlielen, dassdie Schrittweite der exakten Li-
niensuche zuléssig ist. Das ist aber kein Problem.

BILDER
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4 Liniensuche, Abstiegsverfahren

Der Wolfe-Quotient ist definiert durch

9" (z + s(a))s(a)
g"s(a)

n(a) ==

Er gibt die Abweichung von der exakten Liniensuche an. Fiir die gilt nimlich §'s =
0.

Theorem 4.2.4

Jede Liniensuche, die Schritte erzeugt mit

f—1

g's

Q|
»

und

IN
3

(55 ) W<

s
|
»

mit 0 < ' <7/ < 1 ist effizient, und (* * *) wird Wolfe-Bedingung genannt.

Nachteil: Man muss am Testpunkt & auch den Gradienten (nicht nur den Funkti-
onswert) bestimmen.

Liniensuche

e muss die Abstiegsbedingung erfiillen, d. h. die Richtung muss mit g einen Win-
kel > 90°(= m/2) einschlieBen.

e sollte effizient sein, d. h. entweder (%) oder (x x *) erfiillen.

Algorithmus 4.2.5 Armijo-Liniensuche
Anfangspunkt x, Suchrichtung s, o > 0
h(a) :== f(x + as)
p=o0-lgl2 , ,
Bestimme die kleinste Zahl j > 0, sodass h(—277) < h(0) — p277 gilt.
Dann sei o = 2% mit k = argming<; < h(27%) (argmin ist das Argument, das den
Ausdruck minimiert)
return «
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4.2 Liniensuche

Algorithmus 4.2.6 Halbierende Liniensuche mit Goldstein-Bedingung

gegeben z, s(a) mit g's(a) < —¢ VYa >0
h(a) == f(z + s(a))
u(e) = M)
wihle 0 < o/ < p” <1< p”
j=-1
while p < ¢/ V (> p”" Ap < ) do
o =27% mit k = argming;<; h(27%)
end while
return «

Algorithmus 4.2.7 Halbierende Liniensuche mit Wolfe-Bedingung

Sei x, s(a) mit g's(a) < —¢  Va
ha) = f(z + 5(a))

g9(@) :=g(z + s(a))
. 9(@) " s(e)

1(e) = 40T ()
() = Gy

wihle 0 < i/ <7/ <1
j=-1
while p < ¢/ vV >1n' do
Jj=j+1
p=pu277)
n=mn(2"7)
end while
a=2"Fmit k = argming,<; h(27")
return o

Theorem 4.2.8

Sei z* ein lokales Optimum der C2-Funktion f mit G(z*) = 0. Konvergiert (zj), —
x* superlinear, so folgt

f@p1) — flag) 1 i 9(@rg1) "sk —0
k—oo  glag) T sy 2 k—oo (k)
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4 Liniensuche, Abstiegsverfahren

Algorithmus 4.2.9 Interpolierende und einklammernde Liniensuche

k(@) = [z + 5(a))
wihle f < f(x),
ag>0,a_1>0,1=1,0<1,m1>1,0< <3< %
Setze B = true,k =0
while k < k_ nax A B = true do
if h(ax) < f then
return a;
end if
if h(oak) > h(O) + akh’(O) > h(oak,l) then
|
bk = O
B = false
end if
if |W'(ag)| < —o then
return o
end if
if h/(ag > 0) then
ap — O
by := a1
B = false
end i}f "
o= Mo
if 1% < 204]€ — k1 then
A1 =
else
wihle agi1 € [2a — ag—1, min(p, ax + 7, ( — ag—1))]
end if
k=k+1
end while
if k> k_p.x then
print Fehler: Konnte keine Schrittweite finden!
end if
for j =k — j—max do
wéahle Q; € [aj — Tg(bj — aj),bj — Tg(bj — aj)]
if h(Oéj) > h(O) + pOéjh/(O) V h(O[j) > h(aj) then

aj+1 = G5
bj+1 = o
else

if h'(a;) < —oh'(0) then
return «;
end if
aj1 =
if (b; —aj)h'(aj) >0 then
bj+1 = 9;
end if
58 end if
end for
print Fehler: Konnte keine Schrittweite finden!




4.3 Optimierungsprobleme mit einfachen Schranken

Wenn der Algorithmus positiv endet, so erzeugt er eine Schrittweite, die die Wolfe-
Bedingung erfiillt, d. h. er ist sehr gut dazu geeignet, Punkte fiir Algorithmen wie
BFGS zu erzeugen (siehe néichster Abschnitt).

4.3 Optimierungsprobleme mit einfachen Schranken

BILD
Liniensuchen miissen auf den Rand achten, weil sie sonst den zuldssigen Bereich
verlassen. In diesem Abschnitt betrachten wir das Problem

min  f(z)

st.  x € [u,v]
u; € RU{—o0}
v; € RU {400}

(BCP)

Wiederholung

Am Punkt z heifit die Nebenbedingung aktiv, wenn x; > wu; oder x; = v;, sonst nicht
aktiv.

Soll eine Liniensuche den zuldssigen Bereich nicht verlassen, so muss im linesren
fall fiir die Suchrichtung gelten, dass

>0 =z =y
;
<0 2=y

Theorem 4.3.1
Sei & eine lokale Losung von (BCP). Es gilt fiir ¢ = ¢(2)

>0 Z;=u; <y

iy <0 Zy=v >y

=0 sonst

(Dies ist ein Spezialfall der Optimalitédtsbedingungen 1. Ordnung.)

Wir definieren den reduzierten Gradienten

0 T; = U; = U;
gi(x)—  x = <y
(grea(z)); =7 ot
9i(T) 4 x; = v >y

gi(x) sonst
Dann vereinfacht sich die Optimalitédtsbedingung 1. Ordnung zu

Gred (55) =0
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4 Liniensuche, Abstiegsverfahren

Zwei Moglichkeiten zur Liniensuche im einfach begrenzten Gebiet sind offensicht-
lich. Beide hiingen von der folgenden Menge ab:

S = {a |z + s(a) ist in einer Komponente aktiv, in der x nicht aktiv ist}
= a3 (2 +s(a); = ug ANay # uy) V(25 + s(@); = v Azj # v7))} \ {0}

Fiir einen linearen Suchpfad mit Suchrichtung p gilt

S:{“i_‘”" |pi>0}U{vi_xi pi<0}
Di Dbi

Es gilt & = inf § > 0. Bei Schrittweite & trifft die Liniensuche zum ersten Mal den
Rand.

Methode 1: Begrenzung der Liniensuche auf den zuldssigen Bereich

Die Algorithmrn zur Liniensuche werden nur dahingehend abgeéndert, dass die
hochste zuléssige Schranke @ ist. Bei Algorithmus wird z.B. b_1 = by = &
gesetzt.

Bemerkung: Es ist leicht moglich, durch Verdnderungen an Algorithmus
(und auch an dem Algorithmus davor) das @ im Verlauf der Liniensuche zu bestim-
men.

Methode 1: Geknickter Suchpfad

Man #ndert s(a) zu si(«), indem s(«) in den zuldssigen Bereich projiziert wird:

uj —x; x;+ s(a); < uj
sp(a)j = vj—x; xj+ s8a)j > v

s(a); sonst

Selbst falls s(«) linear war, ist si(c) ein nichtlinearer Suchpfad. Die Abstiegsbe-
dingung ist etwas Lokales, also wenn s(«) die Abstiegsbedingung erfiillt, dann auch
sk(a), weil s(a) = sk(a) fir @ < @ gilt. Dieser Suchpfad si(«) kann anstelle von
s(a) in die Algorithmen zur Liniensuche (z. B. [£.2.0) eingesetzt werden. (Er macht
an jedem « € S einen Knick.) Man uss bei den 2. methoden besonders beachten, dass
es passieren kann, dass si(o/) = si(@) Vo' > @. AuBlerdem muss in den Abbruch-
bedingungen der Algorithmen der Gradient g durch den reduzierten Gradienten geq
ersetzt werden.

BILD

Ein Problem, das im einfach beschrinkten Fall auftreten kann, ist das sogenannte
Zigzagging. Das Héngt mit der wahl der Suchrichtung zusammen: Der Suchpfad
wechselt in jedem Schritt die Aktivitdt und konvergiert nur langsam in die Ecke.
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4.4 Straf- und Barriereverfahren

Aktive-mengen- Verfahren verschaffen da Abhilfe. Diese Verfahren halten als Zu-
satzinformation eine Menge A derjenigen Indices, die als aktiv bei der Losung ange-
nommen werden, im Speicher und betrachten danach in jedem Schritt das verénderte
Problem

min  f(z)
(BCA) s.t. xp € [uk,vk}, k ¢ A
T, = uy, oder xp, = v, k € A

Nach jedem Schritt steht dann die Entscheidung an, ob die Menge A verédndert wer-
den soll oder nicht. Falls g,oq = 0 fiir (BCP) gilt, ist man fertig. Bei der Verédnderung
von A ist, um Zigzagging zu vermeiden, darauf zu achten, dass ein Index, der nicht in
A liegt, also am Ende des Schrittes aktiv wird (also zu A hinzukommt), wenigstens
einige Schritte lang in A verbleibt.

Theorem 4.3.2
Sei f eine C'-Funktion auf [u,v]. Wenn die Suchrichtung p,, einer linearen Lini-
ensuche die Bedingung
f grad(zy) "pr
lgrad(zx)| - |l

erfiillen und die Folge der Iterationspunkte x; beschrinkt ist, dann gilt

<0

- _
inf || grad ()| =0

Gilt aulerdem

lim z, = Z,
{—00

dann erfiillt £ die Optimalitédtsbedingungen 1. Ordnung und fiir grofles ¢ gilt
xp; =&; falls g(2); #0

Hat also ein Aktives-Mengen-Verfahren die richtige menge A gefunden (was nach
endlich vielen Schritten moglich ist), dann ist (BCA) dquivalent zu (BCP) und daher
wird das Verfahren ab diesem zeitpunkt im Wesentlichen wie ein unrestringiertes
Verfahren konvergieren. (Ausgenommen in degenerierten Féllen, in denen g(&); =0
und (i‘l =u; VI; = ’Ui) gilt )

4.4 Straf- und Barriereverfahren

min  f(z)
(01) st. F(x)=0 f,FeC!
x € [u, ]
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4 Liniensuche, Abstiegsverfahren

min ;((a:))
s.t. z)=0
(02) G(x) < 0 f,F.GeC!
x € [u,]
min  f(x)
(03) st. Gx)<0 f,GeC?
z € [u,v]

Alle drei Formulierungen sind &quivalent (Schlupfvariablen und h(z) = 0 <=
h(z) < 0,—h(x)leq0). Fiir (O3) gibt es moglicherweise strikt zuldssige Punkte & mit
G(z) < 0 im Inneren von F.

4 Klassen von Verfahren
) { e augmentierte Lagrange-Verfahren
*

e Strafmethoden

(o) { e reduzierte Gradientenmethoden
kk

e Barriere-Verfahren

(*) Sind Verfahren, die fiir (O1)- und (O2)-Formulierungen brachbar sind. Sie
erzeugen Punktfolgen, die die Bedingungen nur im Grenzwert der Abstiegsfolge
approximativ erfiillen.

(#x) Sind Verfahren, die nur zuléissige Punkte erzeugen. Das ist i. Allg. nur moglich
fiir (O3), wenn strikt zuldssige Punkte existieren, oder fiir (O2), wenn die
Gleichungsnebenbedingungen linear sind. In seltenen Féllen ist das auch fiir
nichtlineare Gleichungsnebenbedingungen approximativ méglich.

Wozu verschiedene Verfahren?
e Meist sind die (x)-Verfahren schneller, die (xx)-Verfahren zuléssiger.

e Die (xx)-Verfahren erzeugen Folgen von zuléssigen Punkten, d. h. selbst wenn
das Verfahren aus Zeitgriinden vorzeitig gestoppt werden muss, wird ein Lésungs-
punkt erzeugt, der die Nebenbedingung erfiillt. Das ist besonders wichtig fiir
Anwendungen mit ,harten“ Nebenbedingungen, d.h. solchen, die gar nicht
verletzt werden diirfen, weil sonst die Losung unbrauchbar wird.

(*)-Verfahren sind prpoblemlos anwendbar, wenn die Nebenbedingungen ,, weich*
sind, d.h. leichte Verletzungen der Nebenbedingungen nicht schlimm sind.
Auch wenn das Ergebnis abgewartet werden kann, kann man (x)-Verfahren
ohne Probleme verwenden.
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4.4 Straf- und Barriereverfahren

Strafverfahren

Traditionellerweise werden diese methoden auf Problem (O1) angewendet.

Bemerkung: Das ist auf zwei Arten moglich:
e Schlupfvariable
e G(x) <0 < G(x); =0, aber G(z) ist i. Allg. nicht C!

Man wéhlt eine Straffunktion
p:R—= Ry, ¢(0)=0,¢'(0) >0

fo(x) := f(x) + op(||F(x)]])
Dabei sollte o schneller wachsen als f auflerhalb von F féllt. Man nennt o den

Strafparameter. Die Strafverfahren 16sen dann das Strafproblem

(PP) n;n‘;l ioéx[)u, v]

Ist 0 > 0, so wid jede Unzuléssigkeit hart bestraft, also wird (PP) Lésungen haben,
deren Unzuléssigkeit klein ist.

Beispiel

min  f(z) = 2?2 + az’

st. Fla)=a2>—12,=0 (o > —1 fix)

+az? = (1+a)z? = & = (0,0) ist Losung
——
>0
|F(2)]| = |27 — w2| = fo(z) = f(z) + 0| F(2)]) = 27 4+ az3 + op(|af — z2))
Etwa
o1(s) =s: fl(z) = 23 + axy + o|2? — 29|

pa(s) = % fi(x) = 23 + axgy + o (2% — 29)?

f3(x):

2, (2x1 4+ 20(2 —32) - 221 r1=0,20 = 5 _(
Vfg(x)—< a—20(x? — x9) =0= 20(23 —29) +1=0 = T =

Im Grenzwert 0 — oo wird die exakte Losung gefunden. Fiir o endlich ist die
Losung nur eine Approximation der Genauigkeit O(c~1): & = x, + O(c™1).

Man nennt o eine inexakte Straffunktion, weil fiir alle Strafparameter die
Losung x, # & ist.
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4 Liniensuche, Abstiegsverfahren

fi(z): (unangenehmer, weil ||.|| nicht C* ist)
zo =22 — 2, fix1,2) = (14 a)z? — az+olz|

Ist 0 < |a|, dann ist f! nach unten unbeschrinkt. Fiir o > |a| gilt

min f1(z1,2) = min(1 + @)z? + minolz| —az = To =72 —2=0
2,71 T z

-~ N~

Z1=0 z=0

Fiir 0 > |a] ist Z = Z. Deshalb nennt man ¢ eine exakte Straffunktion, weil fiir
o grof} genug das Strafproblem dieselbe Losung wie das urspriingliche Problem

hat.
Sei (X, ||.||) ein normierter Raum. Dann ist der Dualraum (X ™, ||.||*) ein normierter
Raum mit ||z||* = sup{|z(z)| = |z 2| | ||z]| = 1}. Es gilt dann |2 z| < ||z[|*||z| und
I|I]I* heiBt die zu ||.|| duale Norm.

Theorem 4.4.1 (i) Sei Z ein starkes lokales Minimum fiir (O1). Weiters sei z der
Lagrange-Multiplikator fiir die Gleichungs-Nebenbedingungen, sodass

(**) y=g(&) - F'(2) =
die Komplementaritatsbedingung
yi >0 fir o, =u; <

y; < 0 fiir z; = v; > u;

1; = 0 sonst

erfiillt. Gilt fiir
©(0) =0,0¢'(0) > ||2]",

dann ist  eine Losung es Strafproblems (PP).
(ii) Jede Losung & mit F(z) = 0 lost (O1).

(iii) Sei Z eine Losung von (PP), dann gibt es z, sodass y geméB (xx) die Komple-
mentarititsbedingung erfiillt. Ist auBerdem ¢'(0)o > ||z||*, dann gilt F(Z) =0
und z 16st (O1).

Bemerkung: Theorem 41| besagt, dass fiir ¢’(0) > 0 ein Strafparameter o exis-
tiert (der grof§ genug ist), dass eine Losung von (PP) auch eine Losung von (O1) ist.
Umgekehrt kann man jedes starke lokale Minimum so finden. Die Straffunktionen
mit P’(0) > 0 sind die exakten Straffunktionen. Nachteil der exakten Straffunktio-
nen ist, wie gesagt, die mangelnde Differenzierbarkeit.
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4.4 Straf- und Barriereverfahren

2 Probleme bei Strafverfahren
e Wahl von ¢

e Wahl von o

Wahl von o: Ist ¢ zu groB}, dann hat f, die Form eines sehr tiefen und steilen
Tales, dessen ,,Boden* der zuléssige Bereich ist. Fiir grofles o sehen die Hohenlinien
von f, etwa so aus:

BILD

Die Hohenunterschiede am Boden des tales sind sehr klein im Vergleich mit den
Hohenunerschieden an den ,,Bergflanken®.

Vie(x) =Vf(x) + o (|F(@)|]) - VIF(z)]]

Ist o sehr grof, dann dominiert der F-Term den V f numerisch, d.h. die Such-
richtungen nehmen vor allem Riicksicht auf die Zuléssigkeit und nicht auf die Op-
timalitét, d. h. sie sind meist fast orthogonal auf die Teilmannigfaltigkeit F'(x) = 0.
Daher macht der Suchalgorithmus sehr viele sehr kleine Zickzack-Schrite.

Ist o zu klein, dann hat die Losung von (PP) meist nichts mit der Losung von
(O1) zu tun und ist oftmals nicht einmal in der Néhe.

BILDER

Die Zuldssigkeit wird dann oft nicht erreicht.

Ublicherweise wird ¢ im Verlauf des Losungsprozesses adaptiv verindert: zuerst
grof, um in die Nahe der Zuléssigkeit zu kommen, und spéter immer kleiner, um die
Steigung des Talbodens auch erfassen zu kénnen.

Eine weitere Moglichkeit besteht darin, die Zielfunktion von (O1) abzuédndern:

min  f(z) —a' F(z) (= L(x,2))
(L1y) st. F(z)=0
x € [u,v]

Dann ist (L1y) &quivalent zum Originalproblem (O1).

Aus den Optimalitdtsbedingungen folgt sofort, dass der Lagrange-Multiplikator
zy von F im Problem (L1)) und der Lagrange-Multiplikator z von F' in (O1) fol-
gendermaflen zusammenhingen:

ZZ=z— A

Haben wir einen Schétzwert u fiir z, so ist ||z,[|* < ||z||*. Dann kann man o we-
sentlich kleiner machen. Gradienten- und Kriimmungsinformation der Nebenbedin-
gungen wandern in die Zielfunktion, und zwar bei guter Wahl von A im richtigen
Verhiltnis.

(@) = f(@) — AT F(2)
heifit augmentierte Lagrange-Funktion, und ein Verfahren, das (L1)) zum Ausgangs-
punkt nimmt und nicht (O1), heifit augmentiertes Lagrange- Verfahren.
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4 Liniensuche, Abstiegsverfahren

Die Schitzwerte A bestimmt man meist in jedem Schritt nach derapproximativen
Losung von (PP) neu. Hier ist die Zielfunktion von (PP) natiirlich

for(@) = f(z) — " F(z) + op(]| F(2)])

BILDER

Adaptive Wahl von ¢ wihrend des Losungsprozesses

Wichtig ist, dass (PP) nicht vollstindig geldst wird, sondern die Lésung abgebro-
chen wird, sobald ||F'(z)|| klein genug ist. Dann darf o h2ochstens so weit verkleinert
werden, dass g5 ungefdhr in dieselbe Richtung wie g, zeigt.

Wahl von ¢:  Eine Entscheidung, die zu treffen ist, ist die Wahl exakt oder inexakt.
Typische ¢ sind:

tmax
t) = log [ —max__
¢(t) = log (tmax—t>

o(t) = tm:x_t fiir ¢ < tmax
00 sonst

Dabei ist lim p(t) = 00,t — tmax und tpax die maximale Abweichung.

Beide ¢ steigen fiir gréflere t sehr rasch an, sorgen also dafiir, dass die Losung von
(PP) nicht zu weit vom zuldssigen Bereich entfernt ist.

¢ ist konvex, ¢(0) = 0,¢'(0) > 0. Beide sind exakte Straffunktionen.

Korollar 4.4.2 (i) Sei z ein starkes lokales Minimum von (O1) mit Multiplikator
z, ¢ eine der beiden Wahlen von oben und o > tyax||z — Al|*. Dann ist = eine
Losung des Strafproblems

min fa)\(l‘)

(PPy,) st ||[F(2)] < tmax
x € [u,v]

(i) Sei z eine Losung von (PP ) mit Multiplikator zy. Gilt 0 > tmax||2z|*, dann
16st x auch (O1).

(iii) ist f nach unten beschrénkt auf
Ci={z & [, o] | [F@)] < tmax},

dann ist f, auf C' nach unten beschrénkt. Ist auBerdem C # () kompakt,
dann hat das Strafproblem eine globale Losung.
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4.4 Straf- und Barriereverfahren

Inexakte Straffunktionen

0 sonst

log (M> t < tmax
p(t) = - bmax
00 sonst

W){ )t 2(0) =0,'(0) =0

Vorteil: Inexakte Straffunktionen sind glatter entlang F(x) = 0. Das ist fiir viele
Verfahren wichtig, weil die Optimalitdtsbedingungen 1. Ordnung gelten. Die nicht-
glatten Optimalitdtsbedingungen sind viel komplizierter und weniger leicht auszu-
nutzen.

Barriereverfahren
min  f(x)
(03) st. F(x)<0
x € [u,v]

Das ist {iblicherweise die Grundlage fiir Barriere-Verfahren. Diese haben dieselbe
Idee wie Strafverfahren, sie verdndern aber die Zielfunktion bereits innerhalb des
zuléssigen Bereichs.

min  [fr(2) = f(2) + 0(F(2) = f(2) + 7 371 ¢(=Fj(x)
(BP) st.  x € [u,v]
¢: R — Ry mit }i\rr(l)w(t) = 00, 9(s) = oo fiir s <0

Man nennt 7 Barriereparameter und 1 Barrierefunktion. Jede Losung & von (BP)
ist strikt zuléssig fiir (03), d.h. F(Z) < 0. Je grofler der Barriere-Parameter, desto
niher darf die Losung an die Aktivitdt heran. Die Wahl von 7 ist #hnlich wie fiiur
Strafverfahren.

Typische Barrierefunktionen:

b(t) = logt t>0 logarithmische Barrierefunktion
e t<0 (meist verwendet)
1
= t>0
oo sonst
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4 Liniensuche, Abstiegsverfahren

Die logarithmische barrierefunktion wird iiblicherweise fiir sog. Innere- Punkte- Verfahren
verwendet, die eine Folge strikt zulissiger Punkte generieren, die im Grenzwert ge-
gen die Losung strebt. Innere-Punkte-Verfahren sind derzeit die Standard-methoden
zur Losung linearer und konvexer Optimierungsprobleme.
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5 Newtonartige Verfahren

5.0 Einschub: Nullstellen mehrdimensionaler nichtlinearer
Gleichungssysteme

5.0.1 Problemstellung

fiE—F, E FCR™ f stetig

Fiir n € F suchen wir ein ( € E mit f(¢) = n. Ist h: R" — R stetig differenzierbar

und ¢ € \" ein Minimum, dann ist VA (¢) = 0.

BILD
5.0.2 Fixpunktverfahren

Newton-Verfahren

Sei f: R® — R™, dan ist
f(@) = f(y) + Df(y)(z —y)

Wir setzen f(y) + Df(y)(z —y) = 0 und erhalten x;11 = x; — (Df(x;)) " f(),
sofern D f(x;) regulér ist. Das wiede4rholen wir, bis || f|| < ¢ ist.

Algorithmus 5.0.1 Allgemeines Newton-Verfahren
Wiéhle xy und Toleranz e
Tr = X0
v= 1)
while ||v]| > ¢ do
Berechne D f(z); Aufwand O(n?)
Lose D f(x)w = v; Aufwand O(n?)
rT=x—w
v={(x)
end while

Theorem 5.0.2 (Kantorovich: lokale Konvergenz des Newton-Verfahrens)

Sei U C R™ offen, C konvex mit C C U, f: U — R™ an allen z € C differenzierbar
und an allen x € U stetig. gibt es fiir ein xg € C positive Konstanten 7, o, 8, y, h mit

(i) (a) Br(xo) € C
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5 Newtonartige Verfahren

(i) (b) h:= 22T <1
(ifi) (c) r:= 1%
wobei By(z) = {y € R™ | ||z — y|| < r} und
(i) (d) [Df(x) = DfW) <llz—yl Ve,yel
(ii) (e) fiir alle x € C ist D f(x) regulér und es gilt [|[(Df(z))7|| < S
(iii) (F) [[(Df (1))~ f(@o)|| < e,
so gilt:

(i) (1) Wahlt man xo als Startwert, so ist jedes Element der durch Iteration er-
zeugten Folge

w1 = — (Df ()~ f (w:)
wohldefiniert und es gilt z; € B,(xg) > 0.
(ii) (2) Der Grenzwert limg_,, x; = ¢ existiert, ¢ € B,.(x¢) und f(p) = 0.

(iii) (3) Fur alle & > 0 gilt

2k —1
[zn — ¢l < TR
Wegen der Voraussetzung 0 < k < 1 ist das Verfahren lokal quadratisch kon-

vergent.
Man kann zeigen: Unter etwas stédrkeren Voraussetungen ist ¢ die einzige Nullstelle

in dieser Umgebung.

Um etwas Aufwand zu sparen, kann man D f konstant halten (was allerdings die
Konvergenzeigenschaften verschlechtert):

Tiy1 =z — (Df(w0)) " f (i)

Algorithmus 5.0.3 Allgemeines Newton-Verfahren
Wéihle zg und Toleranz e

Tr = X9
Berechne A = D f(zg), Zerlegung von A
v = f(z)

while ||v]| > ¢ do
Lose Aw = v; Aufwand O(n?) bei bejkannter Zerlegung

= —w
v=f(x)
end while

Nachteil: Die Konvergenz ist nur noch linear (wenn iiberhaupt).
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5.0 Einschub: Nullstellen mehrdimensionaler nichtlinearer Gleichungssysteme

Verbessertes Newton-Verfahren

Beispiel f(z)=0; f(z) := arctan(z)

BILD
stpp1 = 21, — (1 + 1) arctan(z,,)
Wa&hlt man xg so, dass arctan(|zo|) > ffgi, so folgt limy_,o |xx| — 00. Die Losung
0

dafiir ist iene Liniensuche.

Algorithmus 5.0.4 Newton-Verfahren mit Liniensuche
wéahle xg, Toleranz e
bestimme maximale Iterationszahlen K und J
k=0
while ||f(x)[2 > ¢ und k < K do
berechne D f(xy)
16se D f(zk)di, = f(zk)
Liniensuche, z. B. Armijo-Liniensuche
berechne v, = m

hie(T) = || f () — 7di |3
2k = pulldill2l[ VA () |2
7=0
while %,,(27) > h,(0) — 277z, do
j=7+1
end while
bestimme x, sodass || f(zr — Akdr)||3 = ming<;<j hg(279)
Tpy1Tg — Apdg
end while

BILD

Theorem 5.0.5 (Newton-Verfahren mit Liniensuche)
Seien f: R" — R™ x5 € R", h(z) := ||f(x)||3. Gelten die Voraussetzungen

(a) K :={z | h(z) < h(xg)}yistkompakt
(b) f ist auf einer Umgebung von K stetig differenzierbar
(i) Fiir alle z € K existiert (Df(z))™?,
so ist (xy)r wohldefiniert und erfiillt
(1) 2, € K Vk € N und (x) besitzt mindestens einen Hiufungspunkt = € K.

(2) Jeder Haufungspunkt Z von (z)j ist Nullstelle von f.
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5 Newtonartige Verfahren

5.1 Quadratische Modelle

BILD

fla+s)=f(x) +g(z) s+ %STG(I)S +o(llsl)

Wir approximieren f lokal um x durch eine quadratische Funktion

e+ 5) = f(x) +g(x) s + 55T Bs

mit B ~ G(x) symmetrisch. Ist B positiv definit, so ldsst sich das Minimum von ¢
leicht berechnen: p := —B~1g, vgl. im Newton Verfahren x;10z; — (D f(z;)) " f(2:).
Quadartische Modelle entsprechen Newton-Verfahren fiir ¢ = f'T. Ist B positiv
definit, dann auch B!, also ¢'p = g' B~ lg < 0, also ist die Abstiegsbedingung
erfiillt, d. h. p ist eine gute Suchrichtung.

Wie lange soll man s = a - p wahlen, um die Liniensuche zu beginnen, um Funk-
tionsauswerungen zu sparen?

1 wenn das alte a zu grofl war
Qinit =

-
min (1, %) sonst

Ist B schlecht konditioniert, dann bedeutet —g's < const nicht unbedingt, dass s
auch klein ist. Daher schrinken die meisten guten Verfahren s auf einen Vertrauens-
bereich ein:

sl <o

Dieser Vertrauensbereich gibt an, wie weit dem quadratischen Modell zu trauen ist.
Also ist die Schrittrichtung nicht das globale Minimum von ¢, sondern

min  g(z + p)
() t
st. pll <o

Vorteile:
1. Macht gleichméfiig mehr Sinn

2. funktioniert auch, wenn B nicht positiv defibit ist
{p | |lpll <o} ist kompakt
Ist ||B~'y|| < o und B positiv defibit, dann hat () als Losung p = —B~1g.
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5.1 Quadratische Modelle

Algorithmus 5.1.1 Newtonartige Methode

withle (9) als Startwert

wiihle o! so, dass es mit der Goldstein-Schranke p” zusammenpasst: p/ < 1 — 2

2
(z.B. o/:#—l)

0=—1,fo=f@@m),a=1,g0 = g(&),7 =0

while foy1 # f¢ do
Berechne eine Approximation By der Hesse-Matrix G/(z(9)
Lose Byp' = —g; oder das Problem des vertrauensbereichs

min ¢z + p)
s.t. |Ipl] < oy (0y ist ein bel. Parameter)

e = —(g0)Tp"

Ist v, < 0 stop
(9 = 0 = fertig; g # 0,7, < 0: keine Abstiegsrichtung)
if a < o/ then

a = min (1 W’l)

7Y
else
a=1
end if
Fiihre eine effiziente Liniensuche mit Suchrichtung ap’ durch und &ndere dabei
« ab.

Setzte oy entsprechen «, oy neu.
Top1 =T+ Qp
fer1 = f(@en
gev1 = 9(Tes1
Ve = ay
end while

5.1.1 Gedampftes Newton-Verfahren
B =G(x)
Vorteil
+ sehr gute quadratische Approximation
Nachteile

— In jedem Schritt muss man G(z) bestimmen, d.h. n? Zahlen und n? 2. Ab-
leitungen bestimmen (hindisch oder automatische Differentiation: O(n?)
in jedem Schritt)
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5 Newtonartige Verfahren

— In jedem Schritt ist der Aufwand fiir die faktorisierung O(n?). Mann
kann den Aufwand von O(n?) jedoch mittels diinn besetzter Matrizen
umgehen.

5.1.2 Modifiziertes Newton-Verfahren
Cholesky-Zerlegung

Ist A symmetrisch und positiv definit, dann gibt es eine untere Dreiecksmatrix L
mit A = LL". Was ist jedoch, wenn A nicht positiv definit ist? Eine Losung besteht
darin, zu A eine Diagonalmatrix D zu addieren, sodass A + D positiv definit ist. So
erhilt man die modifizierte Cholesky-Zerlegung:

A+ D=LL" «— A=LL" - D

Waihrend der Cholesky-Zerlegung dividieren wir durch +/Lgk. Ist Ly < 0, dann
setzen wir Ly := L + Dy, sodass Ly, > 0 wird.
Wir verwenden B = G(x), was immer symmetrisch ist.

e Wenn B positiv definit ist (in der Néhe eines nicht degenerierten lokalen Mi-
nimums), dann existiert die Cholesky-Zerlegung B = LL T und das gedimpfte
Newton-Verfahren kann angewendet werden.

e Wenn B nicht positiv definit ist, dann gibt es eine modifizierte Cholesky-
Zerlegung B = LL" — E (z.B. mit einer Diagonalmatrix F) und

1
flo+s) =gz +s) = 55" Bsto(|s|)
——
O(lIsl?)
Dann gilt meist f(z 4+ s) < ¢(x + s) (immer asymptotisch fiir kleines s).
Die modifizierte Cholesky-Zerlegung ist mit verniinftigem Aufwand fiir diinnbe-

setzte Matrizen durchfithrbar.

5.1.3 Diskretes Newton-Verfahren

lim g(z + ky) —g(z) = G(x) - w
k—0
n
Ge =k (g(x + kie™) — g(x))
DiezGenauigkeit ist eps%; genauer: der zentrale Differenzenquotient hat Genauigkeit
eps3 (aber doppelt so viele Quotienten)

Vorteil

+ Man muss nichts fiir die 2. Ableitungen programmieren, sondern nur fiir die
Gradienten.
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5.1 Quadratische Modelle

Nachteile

— Man braucht viele Gradienten-Auswertungen (n bzw. 2n bzw. noch mehr f2ur
extrapolationsverfahren).

Man behilft sich oft damit, dass man B fiir mehr als einen Schritt konstant ldsst.
Dadurch wird der Aufwand geringer, die Konvergenz verschlechtert sich jedoch.
Der Satz von Taylor liefert

(@) = f(z0) = g()(x — w0) + (z — x0) ' G()(x — o) + o[}z — zo|*)

Das liefert eine Schétzung f2ur G - w (fiir kleine n), und Gp = g kann durch Iterati-
onsverfahren gelost werden, man bendtigt dazu nur Matrix-Vektor-Produkte.

5.1.4 Quasi-Newton-Verfahren

Fiir eindimensionale Nullstellen-Verfahren kann das Sekantenverfahren mit

f(x1) = f(xo)

Tr1 — X0

statt f’(z) verwendet werden.
Im mehrdimensionalen Fall gilt die Quasi-Newton-Gleichung fiir Nullstellen:

f(z1) — f(x0) = B(w1 — 70)

In unserem Fall lautet sie g(x1) — g(z9) = B(x1 — xo), wobei B fiir n > 1 nicht
eindeutig bestimmt ist. B soll immer noch eine Approximation fiir die Hesse-Matrix
sein.

Am Startpunkt macht die Quasi-Newton-Gleichung keinen Sinn, daher kann ir-
gendeine N#herung B ~ G(z) verwendet werden, z. B. durch Differenzenquotienten
oder einfach B = 1.

In den weiteren Schritten bestimmt man B so, dass

1) B symmetrisch ist

2) B sich von By, nur geringfiigig unterscheidet, d.h. B — By von niedrigem
Rang ist

Dafiir gibt es folgende Griinde:

Der Hauptaufwand des newton-Verfahrens besteht aus zwei Punkten:

a) Berechnen von G(r) ~ B (mit n? Ableitungen und einem Aufwand von
O(n?))
(i) Faktorisieren von LLT (Cholesky-Zerlegung mit Aufwand O(n?))

Reduzieren:
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5 Newtonartige Verfahren

a) da z.B. Matrizen vom Rang 1 durch Bestimmung eines Vektors p ausge-
rechnet werden kénnen (A = ppT)

b) dadurch, dass aus der Zerlegung B, = L;tLalt und p die Zerlegung

LL" = B+ pp" mit Aufwand O(n?) berechnet werden kann.
Vorteil
+ Jeder Schritt hat geringeren Aufwand als das klassische Newton-Verfahren.

Leider verbessert sich die Giite der Approximation G(z) ~ B i. Allg. nicht mit fort-
schreitender Iterationszahl. In diesem Fall wird mit einer Schitzung fiir B weiterge-
macht. Fiir Nullstellen gibt es das Rang-1-Verfahren von Broyden; wir wollen hier
Symmetrie und positive Definitheit erhalten und brauchen dazu mindestens Rang
2.

Formel von Oren-Luenberger
Bi1 = ¢ (W, Ok, B, Pr» ax)
Dabei ist
T T
q Hq\ pp
w('y,@,H,p,Q)szJr(lJr’yH P ) -

p'q 'gTHgq
fiir p'g#0,q" Hqg#0

Pk = Tk+1 — Tk

0
(Hq)(q"H) — Z%q(quH + Hagp)

qk = 9k+1 — 9k
v, > 0 und 6 >> Obeliebig

Byy1 — By = Ag hat rang 2 und erfiillt fie QN-Gleichung. Da By, symmetrisch
und positiv definit ist, ist auch By symmetrisch und positiv definit.

Spezialfille
DFP (Davidson-Fletcher-Powell): 7, = 1,0, =0
BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shannon): p, = 1,6, =1

Es gibt zwei varianten von BFGS, ndmlich L-BFGS (limied memory BFGS), das ei-
ne spezielle Weiterentwicklung von BFGS fiir sehr hochdimensionale Probleme dar-
stellt. Die Idee dabei ist, die quadratische Approximation und die Bestimmung der
Suchrichtung auf immer wechselnde niedrigdimensionale Teilrdume einzuschréanken.

Nachteil: Das funktioniert nur fiir unbeschriankte Probleme.

Vorteil: Vorkonditionierung zur Beschleunigung der Konvergenz ist méglich.

Die zweite variante, L-BFGS-B, kann Probleme mit Schranken-Nebenbedingungen
16sen, dafiir muss man auf Vorkonditionierung verzichten.
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5.2 SQP-Verfahren

5.2 SQP-Verfahren

Die Abkiirzung SQP steht fiir Sequential Quadaratic Programming. Man 16st ein
Optimierungsproblem durch eine Folge approximierender quadratischer Probleme:

min z' Qz +b'2z  (+c)
s.t. Ax <d

Wir betrachten das Optimierungsproblem

min  f(x)
st. FO)<0 i=1,...,n

(OP)
Die Nebenbedingung der Gleichung kann man z. B. umschreiben zu
g(x) =0 = g(z) € [—¢,¢]
Mit L(z,\) = f(x) + AT F(z) definieren wir das duale Problem von (OP) als

maxy L(x,\)

(DP) s.t. VaL(z,\) =0

Fiir A > 0 gilt L(z,A\) < f(x). Das Optimierungsproblem

min  L(z, \)
(RP) st. F(x)<0
A>0

ist eine Relaxation von (OP), die sog. Lagrange-Relazation.

Proposition 5.2.1

Es gilt
_ ([ V@) +F(2)TA
V2, L(z,)\) F(x)
2 _ T y
v(:v,)\)L(xa A) = ( F/(w)T 0
V2. Lz, A) = V2 f(z) + > \V?Fi(z)
i=1
Beweis. Nachrechnen O
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5 Newtonartige Verfahren

Wir nehmen fiir das Verfahren an, dass die Constraint Qualification ,, F’(hatx)
hat vollen Rang® erfiillt ist. Dann gelten klarerweise die Kuhn-Tucker-Bedingungen.
AuBerdem setzen wuir voraus, dass s' V2, L(%,\)s > 0 fiir alle 0 # s € R” mit
F!(#)s = 0 ist, d. h. die hinreichenden Optimalitétsbedingungen 2. Ordnung méogen
gelten.

Proposition 5.2.2

Seix € R", A > 0und d, € R”, dy, > 0, \,d) € R™. Unter den zuvor gemach-
ten Voraussetzungen definieren wir die quadartische Approximation von L bei (x, )
durch

1
q(dg,dy) = L(z, \) + Vf(z)d, + F(x) dy + 5d;vme(;z;, N)d,

und es gilt
¢(dyy dy) = L(x + dgy A+ dn) + o([[(day d) [3)-

Fiir A(z) = F'(z)" und b(z) = F(z) gilt
A(x)dy +b(z) = F(z + dg) + o(||dz||2)
Beweis. Satz von Taylor O

Proposition 5.2.3

Unter obigen Vorausetzungen ist das Optimierungsproblem

f(x) + ming, Vf(x)d, + 3dl V2, Lz, \)d,

(QP) st. f(z)+ F(z) dy <0

eine lokale Approximation des Optimierungsproblems (RP). Seine Losung d, wird
SQP-Schritt bei (x,\) genannt.

Beweis. Seien x € R™, \;d) € R™, A > 0,d) > 0 fix (mit A + d) > 0). Dann ist

néin q(dg, dy)

s.t. A(z) +b(z) <0
A4dy >0
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5.2 SQP-Verfahren

eine lokale Approximation von (RP) wegen Proposition [5.2.2]

e, d2) = LX) + VF()de + () Tds + 5] V2, L, A

1
= L(z,\) +F(x) dy+ Vf(x)d, + =d) V2, L(z\)d,
N—— 2

F@)+F ()T

= F(z)" (A +dy\) +f(x) + Vf(z)d, + 1d;[vme(:c, \)d,
N——— 2

konstant
A(z)dy + b(z) = F(z) + F'(z)"d,

A+dy >0 ist automatisch erfiillt.
O

Mit der Voraussetzung der positiven Definitheit ist (QP) konvex, kann also effizient
gelost werden. Wenn der Punkt x, an dem (QP) gebildet wird, strikt zuléssig ist,
dann besitzt auch (QP) einen strikt zuldssigen Punkt.

Sonst kann es ndmlich passieren, dass (QP) unzuléssig ist:
BILD

r—1

Fz) = (‘xQ +4> Jap =1

0> <F1(-1‘k:) + F{ () (z — a:k)) _ (3 o — 1))

r—1

r—1<0 <= z>1

t

3—2(x—1)<0 <= x22

ist inkonsistent.

Die Losung von (QP) liefert uns d,, die neue Suchrichtung, und Multiplikatoren p
f2ur die linearen Nebenbedigungen. Die Multiplikatoren werden im néchsten Schritt
als Approximation fiir A verwendet, wéhrend in vielen Verfahren in Richtung d, eine
Liniensuche durchgefiihrt.

Theorem 5.2.4

Unter obigen Voraussetzungen (CQ, positive Definitheit) konvergiert das SQP-Verfahren
(bei effizienter Liniensuche lokal quadaratisch (d.h. der Startwert (1, A1) ist nahe
genug an (&, \)).
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5 Newtonartige Verfahren

Der nachteil des SQP-Verfahrens ist die Notwendigkeit, in jedem Iterationsschritt
die Hesse-Matrix von L(z, ) (also V2,L(z,\)) bestimmen zu miissen. Es gibt da-
her Varianten, die BFGS-Updates zur Approximation von V2, L verwenden. Bei
geeigneter Konstruktion konvergieren diese lokal superlinear.

Bis jetzt ist das SQP-Verfahren nur lokal konvergent, d. h. der Startpunkt g muss
in einer ausreichend kleinen Umgebung um die lokale Losung z* liegen. Um das Ver-
fahren global konvergent zu machen, fithrt man Liniensuchen ein. Da Nebenbedin-
gungen vorhanden sind und die Zielfunktion wahrscheinlich auflerhalb des zuldssigen
Bereichs abfillt, bentigt man ein anderes Maf fiir die Giite eines Iterationspunktes
(g, Ak), und zwar ein Maf}; das nicht einfach der Wert der Lagrange-Funktion ist.

Eine Idee wére es, die Verletzung der KKT-Bedingungen als Maf fiir die ,,Nicht-
Giite* des Punktes zu wéhlen (als Ersatz fiir die zielfunktion in der Liniensuche):

®(z.X) = ||V f(2) — F'(2) A3 + AT F(2)]

Das Problem mit dieser Wahl ist, dass die verschiedenen KT-Punkte nicht unter-
schieden werden, also etwa auch Maxima gefunden werden. Funktionen wie ®(z, \),
die ihre Bedeutung fiir das Verfahren im Ersatz der Zielfunktion in der Liniensuche
haben, nennt man Merit- Funktionen.

Da ®(z,\) den Wert der Zielunktion zu wenig betont, wihlt man stattdessen fiir
die Merit-Funktion eine Straf-Funktion, z. B. eine Li-exakte Straf-Funktion

U(z,A) i= f(x) + ol F(x)+ [y

Der Nachteil bei der Wahl von ¥ zur Bewertung des Abstiegs in der Liniensuche
ist der sog. Maratos-Effekt: Durch die Nicht-Differenzierbarkeit von ¥ entsteht nahe
der Nebenbedingung ein ,,Grat“

BILDER

Ist F nicht linear, dann sieht der Grat von oben aus wie eine tiefe gewundene
Schlucht.

BILD

Dadurch finden geradlinige Liniensuchen mit ¥ oftmals nur sehr kurze Schritt-
weiten. Das fithrt zu langsamer Konvergenz. Um das zu vermeiden, kénnte man
z. B. Kriimmungsinformation zur Liniensuche hinzunehmen, also eine gekriimmte
Liniensuche machen. Das verhindert in den meisten Féllen den Maratos-Effekt.

Eine andere Moglichkeit, das SQP-Verfahren global konvergent zu machen, ist
der Verzicht auf Liniensuche und stattdessen ein Maf fiir die Approximationsgiite
des Problems (QP) einzufiithren. Hinzugefiigt wird eine Vertrauensregion, die die
Giiltigkeit des quadratischen Modells einschrankt.

min  ¢(dg, dy)
(QP) sit.  A(z)dy +b(x) <0
ldell2 <7
Der Vertrauensregionsparameter 7 ist nicht fix, sondern wird adaptiv angepasst:

Werden einige Schritte d, hintereinander akzeptiert, wird 7 vergréflert. Entsteht ein
inakzeptabler Schrit, so wird er verworfen und stattdessen 7 verkleinert.
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5.2 SQP-Verfahren

Die dritte Moglichkeit, ein SQP-Verfahren konvergent zu machen, ist durch das
Einfiihren eines sog. Filters. Das fiihrt zu einem Filterverfahren:

BILD

x¢ dominiert xy1, daher wird zx,1 nicht akzeptiert. Die Sammlung der Punkte,
die von keinem anderen dominiert werden, nennt man Filter. Man kann den Filter
auf verschiedene Arten auswerten:

e Extrapolation der Pareto-Front

e Wahl eines Filterpunktes als Ausgangspunkt fiir die néichste Iteration

Eine Kombination der Verfahren ist auch moglich.

Zusammenfassung der SQP-Methoden

1.

2.

7.

8.

Startpunkt xo und Schéitzwert A\g wéhlen; k =0

QP aufstellen

. dy aus QP berechnen

. Schrittweite @ bestimmen

e Liniensuche
e Vertrauensregion

e =1

. T4l = Tk + ady

Aip1 = A aus (QP)

. Filter anwenden, 7 anpassen usw.; k = k + 1

Abbruchbedingungung (KT) iiberpriifen

falls die Abbruchbedingung nicht erfiillt ist, weiter bei 2.

Um konvexe Optimierungsprobleme zu l6sen, gibt es noch die Klasse der Inneren-
Punkte-Verfahren. Diese werden in einer eigenen Vorlesung behandelt.
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6 Variationsrechnung

6.1 Einfiihrende Beispiele

Kettenlinie

BILD

Das Kabel (die Kette) hidngt im Wesentlichen frei. Es wird unter Schwerkraftein-
fluss eine Lage einnehmen, sodass die potenzielle Energie minimal sein wird. Die
potenzielle Energie eines Korpers mit Masse m im Schwerkraftfeld nahe der Erde ist

Epot:m’g'h7

wobei h die Hohe iiber der Erdoberfliche sei.

C

Epot - /PQZ/(S) ds
0

Dabei ist p die Dichte, g die Erdbeschleunigung, y die Hohe und s die Bogenléinge.
In kartesischen Koordinaten lautet die Gleichung

x1

Epor = /pgy(m) V1+y(2)?dr,y(z0) = yo,y(x1) = y1

Zo

Es wird implizit angenommen, dass es eine stiickweise stetige Funktion y: [xg, z1] —
R gibt, die die Lage des Kabels beschreibt. Dann héngt E von y ab und wir kénnen
Epot auffassen als Funktional

Epor: PCH([z0, 71],R) = R PC! ist der Raum aller stiickweisen C'-Funktionen
Die Frage ist: Bei welcher Funktion y nimmt Fyy ein Minimum an?

Katenoide

BILD
Wir versuchen, zwei Kreise durch eine Rotationsfliche minimaler Oberfliche zu
verbinden.

A(y) = 2n / W@Vt P @2 dr, y(xo) = yo, x(e1) = y1, L(y) = / VIt y@)Pde
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6 Variationsrechnung

Zu 10sen ist

min A(y)

5.8 y(20) = Yo
y(@1) =
Ly)=1L (isoperimetrische NB)
y € PC*([z0, 21], R)

Brachystochrone

BILD

Wir suchen jene Kurve, auf der ein reibungsfrei laufendes Gefihrt minimale Zeit
benétigt, um von (zg,yo) nach (x1,y1) zu fahren. Der einzige in Betracht gezogene
Einfluss sei die Gravitation.

L
B / ds
) V()
0
Energieerhaltungsrate:
Eopt + Eyin = C
1
mgy + imr2 =C
= mgyo = C

2
= 1% = (mgyo — mgy) - — = 2g(yo — )

xr1

1+ 9/ (x)?

T(y) = ﬁg =

w(z) = 219(29@0 — y(@))) = vo — y(a)

= w'(z) = y'(x)

xl\/1+w’(3:)2
:K 76&1:75:\/2
/ Vw(x) g

Zu finden ist das Minimum von T auf PC!([z¢, z1],R)
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6.2 Das Hamiltonsche Prinzip

Fragen, die das Unendlichdimensionale aufwirft:

e Welche Funktionenklasse und welche Topologie wihlt man?
e Existenz und Eindeutigkeit der Losung?

e Wie egulir ist die Losung? (Regularititssitze)

6.2 Das Hamiltonsche Prinzip

Wir untersuchen die Bewegung eines korpers im R3. Die Bahnkurve sei mit 7(t)
bezeichnet. Die kinetische Energie ist dann Ei, = 2||7(¢)||>. Der Kérper bewege
sich in einem Kraftfeld, das durch ein Potenzial V' beschrieben ist, d.h. es gibt
V(t,r), sodass die Kraft zum Zeitpunkt ¢ bei der Koordinate r gegeben ist durch

F(t,r) =VV(t,r)

Man nennt L(t,r,7) := Eyn(t,7)—V (¢, r) die Lagrange-Funktion (Ey, (t,7)+V (t,7) =
const).

Das Hamiltonsche Prinzip besagt: Der Korper bewegt sich im Potenzial V' entlang
derjenigen Bahnkurve r, die das Funktional

t1

J(r) = / L(t, 7,7 dt,

to

das sog. Wirkungsintegral, minimiert. In der Physik wird der Ort » mit ¢ bezeichnet.

6.3 Die Euler-Lagrange-Gleichung
Wir betrachten auf einem Funktionenraum F ein Funktional
J:F—=R
Definition 6.3.1. Genau dann hat J bei n € F ein lokales Minimum, wenn es
e > 0 gibt, sodass J(n) — J(y) < 0 fiir alle y € F mit d(n,y) < e, falls (F,d) ein

Fréchet-Raum ist, bzw. ||[n —v| < ¢, falls (F, ||.||) ein banach-raum ist.

In der variationsrechnung betrachten wir folgenden Spezialfall: Sei f: R?"t1 - R
geniigend oft differenzierbar (zuniichst C*, spiter C?), f: (t,q,p) — f(t,q,p), t€
R,p,q € R™. Es sei J definiert als

J(y) = / £t (t), 5(0)) dt,
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6 Variationsrechnung

wobei (t) = % (t) und y € C2([to, t1], R™), y(to) = yo. y(t1) = y1,

F = {y € C*([to,t1], V") | y(t0) = yo,y(t1) = 1}
Dirichlet-Bedingung

H = {n e C*([to, 1], V") | n(te) = 0,n(t1) = 0}

Es gilt, dass die Differenz zweier Funktionen aus F in H liegt.
Sei hy(s) == J(y+sn),s € R,y € F,n € H. Ist y lokales Minimum von J, dann
ist s = 0 lokales Minimum von h,(s) fiir alle n € H. (hy(s): R =+ R Vn e H)
Jetzt betrachten wir die endlichdimensionale Optimalitétsbedingung 1. Ordnung
fiir hy,:
0

Sohm(s) =0 Vnen

s=0

ha(s) = T(y + s) = / St y(t) + sn(t), §(2) + si(t)) dt

KGR SZO/ Fltsy() + sn(0) §(8) + si(t) de) =
/f" (£ y(), 9(0)n() + fp(t, y ()5 (0)n0(t) dt =

=0

= /fq(t,y(t)vz)(t))n(t) - %fp(ty(t),@’/(t))n(t) dt + [f(t, y(1), 5(t)n(t))];) =

to

= [ (alte(®.3600) = At GOm0 dt =0 V& H

to

Es bezeichnet f, bzw. f, die Jakobi-matrix der Ableitung nach ¢ bzw. p.
Wegen Lemma folgt die Euler-Gleichung

(0, 3(0)) = 5 = ot (0),5(0)
gg(f Y,9) = jtgf(t )
d

&s|_ (s) =87 w.m)

ist die sog. erste Variation von J.

86



6.3 Die Euler-Lagrange-Gleichung

Lemma 6.3.2 (Fundamentallemma der Variationsrechnung)
Ist fiir b € C%(Ja, b[, R?) erfiillt, dass fiir alle @ € C§°(]a, b],RY) gilt, dass

b
[T eeyde=o.
dann gilt h = 0.
Beweis. C3°(Ja,b[,R%) = {p | ¢ € C* und ¢(a) = ¢(b) = 0}
Sei0.B.d. A. d=1, weil

0
o=|wi| CFUabLRY  mit ¢ € CF(a, b R)
0

Indirekt: angenommen, h # 0. Dann gibt es ty € ]a, b] mit h(tg) # 0. Da h stetig
ist, gibt es daher ein 6 > 0 mit |h(t)| > 0 Vt € [tog — d,to + 6]. Also gibt es ein «
mit |h(t)] > a >0 Vite tg—d,to+ 0]

Sei nun ¢ € C§°(]a, b[,R) so gewéhlt, dass sgnh(ty) - (t) >0 Vt € [tg—6,to+0]
und p(t) =0 Vt € a,b]\|to — d,to + d] ist. Dann gilt

b to+9 to+0
/h(t)go(t) dt = / h(t)p(t)dt > « / lp(t)| dt >0
~———
a to—0 to—9 >0
Widerspruch ]

Existenz von :

1. f(z) = {612 z# 0, f(z) ist C°

0 z=0

2. fo(z) = flz —a) mit f(z):= {g(x) "= 0, f(@), fa(x) ist O
z <0
BILD
3. gap(@) = fz — a)f(B - a) fiir B> a
BILD

Ga, ist C*° und go g(x) > 0 fir = € o, B[, ga,p(x) =0 fiir x ¢ Jo, B
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6 Variationsrechnung

4. Bump-Funktion: Sei

o) e 9as(@)
Poupl2) 1= J25 9as(v) dy’

dann gilt

Pa,B Z 0
Ya,p =0 in R\]e, ]
Pa, > 0 in o, B[

6.4 Die zweite Variation — Jacobi-Felder

b
J(y) = / St y(t), §(1)) dt

Sei y gegeben mit 6J(y,n) = 0 Vn € H, d.h. die Lagrange-Gleichung ist erfiillt.
Falls y ein lokales Minimum ist, dann miissen fiir h,(s) bei 0 die notwendigen Op-
timalitdtsbedingungen 2. Ordnung gelten, also h;;(()) > 0. Die zweite variation von

J ist definiert als
d2

2 |
6= J(y,m) : 'de

B (s)

5% J(y,m) = &
Yy,n) = d.’L’Q

b
/ FCEy(t) + sn(t), 5(t) + si(t)) dt
s=0

b
B / Fo(ty(t) +sn(t), 5(t) + si(t) + fo(t,y(t) + sn(t), §(t) + s9(t)y(t))

a
ds

b
= /n(t)Tfpp(t,y(t),?)(t)n(t) +20(8) " fpg (8, y(8), 5(0)0(0) + () faq (8, y(0), §(2)i(2))) dt

Theorem 6.4.1

Ist y ein lokales Minimum, dann gilt

J2J(y,m) >0 VneH
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6.4 Die zweite Variation — Jacobi-Felder

Das zugehorige Hilfs-variations-Problem ist

@(t,mn, 77) = 77Tfpp77 + 277Tqu7r + 7r—rqu7r
=0 Lop(t,y(8), ()0 + 20" fog(t,y (), §(0)m + 7" foq(t, y(t), 5(t))7

b
P agn) = [ eltnfe)io) de = Qo
Ist y lokales Minimum, so gilt Q(n; > 0 fiir alle n € H. Offensichtlich gilt Q(0) = 0.
Euler-Lagrange-Gleichung fiir ):
on(t,m,1) = %%(tm, 1)

n(t,n(t),1(8) = 2fpp(t, y(8), 400 (1)) + 2fpq (£, y(1), 5(2))7) ()
er(t, (), (1) = 2fpq(t, y(£), Y(0)1(t)) + 2faq(t, y(£), y(2)) (1)

Euler-Lagrange-Gleichung:

d
%(quﬁ + qun) = fppn + fpgn

Das ist die sog. Jacobi-Gleichung.

Sei ab jetzt f € C2.

Definition 6.4.2. Sei y eine Losung der Euler-Lagrange-Gleichung. Eine Losung
n € C?(]a,b[,R?) der Jacobi-Gleichung heiit Jacobi-Feld entlang .

Theorem 6.4.3 (Notwendige Legendre-Bedingung)
Unter den Annahmen von Theorem gilt fiir alle ¢t € |a, b[:

for(t,y(8),5(t)) = 0

Beweis. Idee:
Man betrachtet Q(n) und verwendet spezielle Funktionen n ¢ H:

0 t € la,b[\[to — &, to + €]
n(t) = q ¢ t=1o
linear sonst, sodass 1 stetig ist
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6 Variationsrechnung

Man verwendet Regularititssitze, die aussagen, dass auch mit diesen 7 getestet

werden darf.
to+e

0.< 627 (y.1) = / €7 fptdt + 0(2)

to—e
to+e

€ fnltos(t0). 000 = T o [ €7 £ 2 0
to—e

O]

Frage: Gelten analog auch hinreichende Optimalitédtsbedingungen 2. Ordnung von
folgender Form?

fop =0 Vi :?> yist lokales Minimum

Theorem 6.4.4

Sei f € C3(Ja,b[,R?*1) und sei ys(t) eine Schar von C?Losungen der Euler-
Lagarnge-Gleichung.
s > s(t) € C¥(Ja, b, RY)

Hllt ys(t) € Cl(Ra 02(]a‘ab[’ Rd))v d h €s gllt %fp(t7ys(t)7ys(t)) = fq(tays(t)7ys(t))
fir alle s € | — ¢,¢[. Dann ist

ein Jacobi-Feld entlang yo(?).

Beweis.

d
0= s
- % (Fop(tsyo(£), 9o(8))n(t) + Foq(t, yo(t), 0 ())0(t)) —

= Jpa(t,90(8),90(8))n(t) + Faq(t; yo(t), 9o (£))7(t)

(5000 30(0) = ot 00300 ) =

s=0

O

Die Jacobi-Felder sind also die infinitesimalen Variationen der Losungen der Euler-
Lagrange-Gleichung.

Lemma 6.4.5
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6.4 Die zweite Variation — Jacobi-Felder

Seia < a; < az < b, seien f und f, beide C? in [a1, as]. Sei weiters n € C1([ay, az], R%)
ein Jacobi-Feld auf [a1, ag] mit n(a;) = n(az) = 0. Dann gilt

az

[ ettt ar=o

al

Beweis. Da ¢ homogen vom Grad 2 in (n, ) ist, gilt

290(75) 777 W)?Son(t> 777 7T) + QOTr(t7 777 7T)7T

Also
a az
2 / ot 1) dt = / (61,70 + o (b, 7)) dt =
al ai

as

, d . o\ 1a
:/son(t,n, 0 — —ex(tnn)ndt + [ (tsm,M)mlye =
ai
az

) d )
= /(@n(tvn,n) - %sow(t,n,n))n dt=0

al

=0 weil 7 ein Jacobi-Feld ist

O]

Definition 6.4.6. Sei a < a1 < as < b. Wir nennen a1 konjugiert zu as, wenn es
ein Jacobi-Feld auf [a, b] gibt mit n(a;) = n(az) = 0. Man sagt auch, dass a; und as
konjugierte Punkte sind.

Theorem 6.4.7

Sei f € C3,y € C?. Weiters gelte f,p(t,y(t),y(t)) = 0 fiir t € ]a,b[. Gibt es a*
mit a < a* < b, das zu a konjugiert ist, und erfiillt y die Euler-Lagrange-Gleichung,
dann ist y kein lokales Minimum von J. Genauer: Fiir jedes € > 0 gibt es ein x aus
einem geeigneten erweiterten Funktionenraum von C? mit

r(a) = y(a), k(b) = y(b)
t:m[(\y(t) — )]+ 19(t) = A£(t)]) <e

und J(y) > J(k).

Theorem 6.4.8
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6 Variationsrechnung

Sei J(y) := tzl f(y(t),y(t)) dt (f hingt nicht von ¢ ab!). Wir definieren
H(yay) = yfp - f
Dann ist H eine sog. Konstante der Bewegung, d. h. es gilt

H(y(t),y(t)) = const

Beweis.

d

L H),90)) = Sy~ ) =

d
—yfp+ydtfp f(y,y)

_yfp+y fp+y fp fqy*fpy‘:

d
:y <dtfp_fq>

—_——
=0 wegen E-L-Gleichung

=0

Beispiel: Kettenlinie

2
S VIt =y= P =4y =y =[5 -1

d / /2 _ 2
Y9 _ 1@%—/ +C2—Cln (W>+C2:>y($>—01005h <m
de V2 /42 c

C2

mit y(xo) = yo, r(v1) =y1 =>c1=...,c0=...
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6.5 Der Satz von Noether

Beispiel: Brachystrochone

1 12
/H ty dx

2y 1+y?

y2\/1+y’2 Yy
B 1 <y/2 1+y/2> -
VI+y?2\VY VY

B 1

VN

H(y,y') =

1
= VyVl+y?e=1= Jyy/1+y?2 == :>y1—i—y) Z=a

1

y = tany = 149/? = 1+tany) = P =y = c1 cos?1p = r(14+cos(2v)), dy = —4k cosp sin ) dip
0s
1 1= dy =777
x2 dx

T =\ — k|29 + sin(2¢)|

A, k konstant = Zykloide

6.5 Der Satz von Noether

Definition 6.5.1. Eine Grofe c(t, y(t),y(t)), die konstant in ¢ ist fiir alle Losungen
der Euler-Lagrange-Geichung eines Variationssystems, heifit Konstante der Bewe-

gung.

Theorem 6.5.2 (E. Noether)

Wir betrachten das Variationsproblem

b
— / £t (1), §(8)) dt

mit f € C2%([a,b] x R? x R4 R). Angenommen, es gibt eine Einparameterfamilie
differenzierbarer Abbildungen

he = (R0, hg): [a,b] x T = R x R%, s e]—eg,e0f
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6 Variationsrechnung

mit
ho(t,z) = (t,2) Y(t,2) € [a,b] x RY
und
h2(t2) d ta
[t (et gontue) d = [ st a
hQ(t1) t1

mit ¢, = h2() fiir alle s € | —eg, go[ und alle y € C?([a, b], R?) fiir allea < t; <t < b.
Dann gilt fiir jede Losung der Euler-Lagrange-Gleichung, dass

d
ds

hs(y(t)) + (f (8 y (), 9(8)) — folt, y (), 5(8))y(t)) <

ho(1)
s=0 ds 5=0 ’

fo(t,y(t), 4(t))

konstant in ¢ € [a, b] ist, d. h. dieser Ausdruck ist eine Konstante der Bewegung.

Bemerkung: Theorem [6.4.8 ist ein Spezialfall von [6.5.2, weil fiir hg(t, z) = (t +
s, z), die Zeittranslation, das Integral konstant lésst und die Konstante der Bewegung
aus Theorem [6.4.8] ergibt.

Beweis. Wir beweisen zunéchst folgenden Fall:
Wir nehmen an, dass die Abbildung hs: R? — RY mit s € | — &g, go[ und hg(z) = 2
die Bedingung

b

b
[ 1 (tmutoten. Gautoten ) de= [ sttt a

a

fiir alle s € | — e, 0],y € C%([a, b], RY) erfiillt. Dann ist zu zeigen, dass

fo(ty(t),9(t)) dis B hs(y(t)) = const
d ? d
L <t, haly(0), dths@(t))) it =

= / (fq(t,y(t)’y(t)) d% . ’ dt ds

to

— /jt <fp(t,y(t),y(t)) <

a
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6.6 Geodéten

= Fyltoy(t0),5(10)) | halu(to)) = Fyla(y(a), (@)

— hs Vto < b
B S| @) i<

s=0

Fiir den allgemeinen Fall fithren wir das Problem auf den Spezialfall zuriick, indem
wir auch ¢ als unabhéingige Variable betrachten:

4 T
7 (tr 0t S uter)) = 1 (t,ya), v ))) = Pt u(e)5(0) -
dr

T1 b
T = [ 7 (o0t e ) dr =+ = [ Fayto. gty a = 1)
mit a = t(1p),b = t(71).
Nach Voraussetzung gilt

T1 T1

[ 7 (B hatoter). R, ot ) = [ 7 (1r)ate(). G atese) ) ar

70 70

Nach dem Spezialfall ist also

h(y(t)) = const

oyt 00 |

A((0) + it y(t), £ 9(0)

ho(t) = const

s
s=0

= (b0, £3(0) o

s=0

fy="tp Fi=f—1fry

=yt y(0)900) | BaO) 0 50—y, 5030 G| H(e) = consr

O

6.6 Geodaten

Sei M eine n-dimensionale Teilmannigfaltigkeit des R? und o.B.d. A. glatt. Sei ¢ €
AC([0,7], M) (absolut stetige Abbildungen) eine kurve, d.h. ¢: [0,7] — ~? und
Vt € [0,7]: ¢(t) € M. Die Léinge von c ist

T T d
L(c) = 0/ le(e)| dt = 0/ IO
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6 Variationsrechnung

Die Energie von c sei

T T

B = [ el dt = /i

0

Sei f: \? D U7V eine Karte fiir M, d.h. f(U) =M NV;0.B.d. A. sei f glatt (C?
reicht). SEi fiir den Moment ¢([0,7]) € f(U). In diesem Fall existiert eine Kurve
v:[0,7] = R™ mit

NI

d
0= [ (XX 0w - w05 awnn)
0 J

Mit dieser Definition gilt

N[

Z gii (v Ait) | dt

||
o\

Z gii(y A5(t) | dt

I\D\H

0

Definition 6.6.1. Die Grofe g;; heifit der Metriktensor von M bzgl. der Karte f.

Es gilt gij(z) = gji(2), d-h. g ist symmetrisch. Auflerdem gilt >,  gi;(2)nin; > 0,
fiir n # 0, weil rk V f maximal ist.

Unsere Aufgabe wird es sein, Kurven minimaler Lénge bzw. maximaler Energie
zu finden. Zunichst gilt fiir alle Euklidischen Geometrien i: R? — R?, dass

weil i(z) = Qx4+ b mit b € RY, Q € O(d) ist, und wegen der Substitutionsregel fiir
Mehrfachintegrale.
Sei 7 eine Reparametrisierung von ¢, d.h. 7: [0, §] — [0, 7] ein Diffeomorphismus,
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6.6 Geodéten

dann gilt

d dr
£(c oT)(s) E(s) ds

beor) = Oj\ - j\;(;;) o)

= [1eae =z
0

Also ist E nicht reparametrisierungsinvariant. Es gilt aber (nach der Cauchy-Schwartz-
Ungleichung)

T T

s = [1peola< | far] | [rePa) —verVEQ
0 0

0

N

Die Ungleichung ist strikt, aufler ||¢|| ist fast {iberall konstant. Ist ||¢(¢)|| = 1, so ist
es die Bogenparametrisierung.

Lemma 6.6.2

Unter allen Parametrisierungen 7: [0, L(c)] — [0,7] hat die Kurve ¢ o 7 minima-
le Energie, wenn 7 die Bogenléingenparametrisierung ist. Dann gilt

L(c) = 2E(c)

BILD

Was passiert bei Kartenwechsel?
Wir betrachten die sog. Kartenwechselabbildung

flof: A UNV) = L (VNV)CRY

Zwei Karten (U, f) und (U, f) heiBen C*-kompatibel, wenn f~'o f und f~'o f beide
C*-Abbildungen sind. Eine Sammlung (U;, f;)ser von Karten mit Uier fi(Us) = M,
die paarweise C*-kompatibel sind, heiit C*-Atlas fiir M.

Sei A = (U, f;) ein C*-Atlas. Eine Familie von stetigen Funktionen ¢;: M — R
heifit zu A untergeordnete Partition der Eins, wenn

(1) (‘Oi‘M\fi(Ui) =0

(2) Fiir jedes x € M gibt es nur endlich viele j € I mit ¢;(x) # 0.
(3) io fi: R" D U; — R ist C™ fiir alle 1.
(4)

4) dicrwilr)=1 Ve e M
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6 Variationsrechnung

BILD
Wenn fiir alle Karten (Uas, far) und (Uy, fn) die Funktion

fxtogo far: RM DUy — Uy CR™

C* ist, dann nennen wir g: M — N eine C*-Abbildung.
BILD

N

k0
p=["of
Y(t) = e(v(1))
10t = 3 92 (4(6)) - 450)
; J
05(2) = (o) G () G )

(ST

= [ [ S anteto) X 2 opmn Y 2
k.0 i ; i
T 2
- > () )yt | dt
0 1,

Also ist L invariant unter Kartenwechsel. Das gilt auch fiir die Energie. Daher kann
man die Linge (und die Energie) einer Kurve ¢ auch dann sinnvoll definieren, wenn

sie nicht in einer Karte enthalten ist.
BILD

Wir bestimmen als Néchstes die Euler-Lagarnge-Gleichung fiir E(c), denn die
Kurve minimaler Energie und die Kurve maximaler Lange stimmen wegen Lemma 77

98

VI



6.7 Anwendungen des Satzes von Noether

iiberein.

d

02&

Ey, —E; firi=1,...,n

i

= 0= 4 [ Z2m0010 | - 5 (5has) 00 - u030)

Jk

. a .. o ..
— 0= Z 2gi5%i + 2 Z aizkgij')/k%' - Z Do, Tki Vi
j Gk ik

FEHLT WAS??7?
Was bedeutet das?
. 2a62aTa
O=6¢— ————
1+a2a+a

Es gibt genau ein o mit «(0) = 0 und &(0) = 1. Dann ist v(¢) = a«(t) die Parame-

trisierung einer gerade durch 0 in Richtung «. Dann ist ¥ ((t)) ein GroBkreislauf

der Sphire. Aus Symmetriegriinden ist jede Geodéte ein eil eines Grofikreises.
BILD

6.7 Anwendungen des Satzes von Noether

FEHLT HIER AS?7?

Physikalische Probleme der klassischen Mechanik

Punktteilchen T,: Weltlinie x,,(t), Masse mg
Potenzial V ist unabhéngig von ¢

Lagrange-Funktion

L= Ekin - Epot

=3 Sl = Y Viwa) = Y Viwa - )
«a ot a<f
t1

J(x) = /L(m,:ﬁc) dt

to
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6 Variationsrechnung

Energieerhaltung

Konstante der Bewegung: Gilt

RS (t2) to

_ d

hs = (h& hS) = I lts, hs(y(ts)), 7h8(y(t5)) dts = f(t,y(t),y'(t)) dt
(s i) o

h9(t1)

dann ist

oty )T | hal) w9~ Syl ) | B

s=0 s=0

eine konstante Bewegung.

Spezialfall: Hingt f nicht explizit von ¢ ab, dann wihle hy(t, z) = (t+ s, ), daher
f(y,9) = f3(y,9)y = const

Da L nicht xplizit von t abhéngt, ist J invariant unter Zeittranslationen.

L(x,&) — &' Ly(x,4) = const

a<f

oL ) OL Mey .
fL(ﬂfaﬂf) = @ (Z 7”%”2 - ZV(%) - Z V(za — )

m, . .
=Y 5 Oap 2 = mpip,
(0%

> Bt lal = Y V(@a) = 3 Viwa — a5) = 3 Gas — Maiia; = ~F

a<f

o ol
Ma |, .
= E=) il + EaV(wa) + ) Vi(za = 25)
fe? a<f

Aus Zeittranslationsinvarianz folgt also Energieerhaltung.
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6.7 Anwendungen des Satzes von Noether

Impulserhaltung

kein dufleres Feld

Liz,&) = Y 2 aal® = Y Viza - z5)

«a a<f
Rl =t
hs(z):z—l—s-w
t2

/L(J:a—l—sw To)dt = /Z 2| dall? — ZV(IIJQ+S/W—ZL'5—S/’LU) dt =

0 a<f

/Z % iall? = 3 Vi(wa - 25)d

a<p

OL(z,%) I
Dig; P

p w

_ hs — :

HICCEE

w

ng:f:gyiwi =const Yw € R’ «<— VYw € R*: <Z mﬂjrg,w> = const
IB7i

Also gilt > gmpig = const und der Gesamtimpuls ist erhalten, d.h. aus Translati-
onsinvarianz folgt Impulserhaltung.

Drehimpulserhaltung

Nun soll V(zq — xg) von ||zq — 2| abhéngen.

Lia,i) =Y 2 aal® = Y Vllza —asll) = Y V(liaal)

@ a<f
hd =t
T Qsr1
hs(2) = hs =
TN QsTN
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6 Variationsrechnung

Dabei ist Qs € SO(J) mit Qp = I eine Drehung um die Achse W um den Winkel s.

to

& (hs<y>, jths@) dt= [ ST 1QuialP = Y V(I Qutal) = 3 V(IQuza — Qsal) di =

th a<f

to
Mgy, . N
= /22ilxa!2 > Vllzal) = > V(llwa — ) dt =
t1 @ &
to

a<f
= /L(a:, ) dt

OL(z, ) )
= mgt
8-%"/8,7, ﬁ ﬁ,lS
J w
el h = | :
dS =0 S(x) .
w
Spezielle Q:
1 0 0
Q=10 coss sins
0 —sins coss
d 0 0 0 0O 0 O
s =10 —sins coss =0 0 1
Fls=0 0 —coss —sins o0 0 -1 0
0
1,2
—12
Oz
AP s
I xXr) = ’
ds|,_o y .
0
TN,2
—ZIN,2

const = g ma(a'ca,Qxa,g - 3'%,35%2)
(0%

CoS S 0 sins
Q? = 0 1 0

S
—sins —0 coss
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6.7 Anwendungen des Satzes von Noether

~ const = g Ma(Za,1%a,3 — £a,3%a,1)
o
coss sins 0

Q= | —sins coss 0
0 0 1

~ const = E Ma(Ta1%a2 — £a0,2%a.1)
(0%

Der Gesamtimpuls ist Y mq(zqxdq). Aus Rotationsinvarianz folgt Drehimpulser-
haltung.
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/7 AMPL - A Mathematical
Programming Language

e deklarative Programmiersprache
e dient zur Beschreibung und Losung von Optimierungsproblemen

e mathematiknah

7.1 LP — Ein einfaches Modell

Eine Fabrik stell zwei Sorten farbe her: blau, gold. Die blaue farbe wird fiir 10€ / Eimer
verkauft, die goldene fiir 15€ / Eimer. Die fabrik besitzt eine maschine, die beide
Farbtypen herstellen kann. Diese kann pro Stunde 40 Eimer blaue Farbe herstellen,
aber nur 30 Eimer goldene farbe. Die nachfrage ist so gestaltet, dass hochstens 860
Eimer goldene und 1000 Eimer blaue Farbe verkauft werden kénnen. Eine Arbeits-
woche hat 40 Stunden. Es bezeichne Ej die Anzahl der Eimer blauer Farbe und E,
die der Eimer goldener Farbe.

max 10E, + 15E,
1 1
t —F,+ —E, < 40
T

0 < E, < 1000
0 < E, < 860

In AMPL legen wir die datei bspl.mod an, dass Modellfile, in dem wir die Struktur
des Problems beschreiben. Es enthélt

# Farbenbeispiel
var Eb; # Eimer blaue Farbe
var Eg; # Eimer goldene Farbe

maximize profit: 10*Eb+15*Eg;

subject to time: (1/40)*Eb+(1/30)*Eg=40;
subject to blau_g: 0<=Eb<=1000;

subject to gold_g: 0<=Eg<=860;

e Grof}- und Kleinschreibung wird unterschieden.
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7 AMPL — A Mathematical Programming Language

e Jede Nebenbedingung beginnt mit subject to.

Mehrere Zielfunktionen sind mdoglich.

Variablen m2ussen deklariert werden.

Die Datei wird von oben nach unten gelesen.

Die Deklarationen kénnen in beliebiger Reihenfolge stehen, diirfen aber nur
bereits deklarierte Variablen verwenden.

e Jede Anweisung muss mit einem Semikolon ; enden.

Jetz kénnen wir ampl starten:

ampl> model bspl.mod;
ampl> option solver cplex;
ampl> solve;
CPLEX 8.0.1 optimal solution;
objective 17433.33333
2 simplex iterations
ampl> display Eb;
Eb
ampl display Eb > bspl.out;
ampl> display Eg >> bspl.out;
ampl> <Ctrl-D>

7.2 LP - Ein komplexeres Problem

In Wirklichkeit stellt die Firma mehr Farben her usw.:

n... Anzahl der Farben

T... verfiigbare Zeit zur Herstellung
Di... Profit pro Eimer der i-ten farbe

T .. Eimer pro Stunde fiir die i-te Farbe
M; ... maximale Nachfrage fiir Farbe ¢
Ti... herzustellende Eimer von farbe i

n
max E Pil;
=1

=1
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Ausgabe

7.2 LP - Ein komplexeres Problem

Instanz

bsp2.mod

# Farbenbeispiel 2

param
param
param
param
param
param

n; # Anzahl der Farben
T; # verfuegbare Zeit
p{i in 1...n}; # Erloes

r{i in 1...n}; # Aufwand
M{i in 1...n}; # max. nachfrage
E{i in 1...n}; # Eimer

maximize profit: sum{i in 1...n} p[il*E[i];
subjet to time: sum{i in 1...n} (1/r[i]*E[i]) <= T;
subjet to grenze{i in 1...n}: O0<= M[i];

Das Schliisselwort param kennzeichnet Parameter, d. h. Konstanten, die noch nicht
spezifiziert sind.
Fiir die Eingabe von Daten legt man eine zweite datei an:

bsp2.dat

param n := 2;
param T := 40;
param p := 1 10 2 15;
param M := 1 1000

2 860;
ampl> model bsp2.mod;
ampl> data bsp2.dat;
ampl> option solver cplex;
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7 AMPL — A Mathematical Programming Language

ampl> solve;

ampl> display E;

bsp2a.dat
param n := 2;
param T := 40;
param p , M := 1 10 40 1000
2 15 30 860;
7.3 Mengen
bsp3.mod

# Farbenbeispiel 3

set P; # Menge der Farben

param T;

param p{i in P};

param r{P}; # in neueren AMPL-Versionen
param M{P};

var E{P};

maximize profit: sum{i in P} p[il*E[i];
subject to time: sum[i in P] E[i] / r[i] <= T;
subject to grenze{i in P}: 0 <= E[i] <= M[i];

bsp2a.dat
L= |

set P := blau gold;

param T := 40;

param p, M := blau 10 40 1000
gold 15 30 860;

7.4 Zweidimensionale Daten

Ein Grolhéndler hat mehrere Lager und Kunden:

cij ... Lieferkosten von lager ¢ zu Kunde j

L;... Lagerstand in Lager 7

Bj... Bestellung von Kunde j

x;j ... Menge, die von Lager ¢ an Kunde j geliefert wird
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7.4 Zweidimensionale Daten

min E CijTij
i’j

s.t. inj = B; fiir alle Kunden j
i
Z x;j < L; fiir jedes Lager 4
J
x5 >0 Vi, j

bsp4.mod

set lager;

set kunden;

param cost{i in lager, j in kunden};
param supply{lager};

param order{kunden};

var amount{i in lager, j in kunden} >= O;

minimize total_cost: sum{i in lager, j in kunden} cost[i,j] * amount[i, j];
subject to supply{i in lager}: amount[i,j] <= supplylil;

subject to demand{j in kunden}: amount[i,j] = order[j];
bsp4.dat
set lager := Wien Sbg;

set kunden := Obi Baumax Bahaus;
param cost:
Wien Sbg :=
Obi 0.9 2.8
Bauhaus 1.3 1.9
Baumax 2.4 0.1;

param supply :=

Wien 480
Sbg  370;
param order := 0bi 90

Baumax 120
Bauhaus 370;
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7 AMPL — A Mathematical Programming Language

7.5 Ganzzahligkeitsbedingungen

Der farbengrofShdndler aus dem Beispiel davor mochte seine bestehenden Lagerh&user
evaluieren und erneuern oder neue Lagerhiuser zubauen; natiirlicvh so, dass die Ge-
samtkosten iiber 10 jahre minimal sind. Lager 1 und 2 bestehn bereits. Lager 3, 4
und 5 kénnen zugebaut werden, und zwar mit verschiedenen Kapazitéten.

Ly...
Ln...

=

@P
<.

S

QY

= O
Eh

Lig v
T...
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Menge der bestehenden Lagerhiuser

Menge der evtl. neu zu bauenden Lagerhiuser

L=Ly,UL,

Menge der Kunden

Kosten des Transports einer Einheit von i nach j (i € L,j € K)
Kapazitidt von i (i € L)

Nachfrage von j pro Woche (j € K)

maximale Kapazitéit, mit der L,, gebaut werden kann (i € Ly,)
Baukosten pro Kapazitét (i € Ly,)

Renovierungskosten von i (i € L)

Menge, die von i nach j pro Woche transportiert wird (i € K,j € L)
Anzahl der Wochen in der Amortisationszeit

Lagerhaus offen / geschlossen (i € L € {0,1})

min TZ CijTij + Z SZ'C? + Z TiY;
i,

1€Ln 1€Ly
s.t. inj = Dj V]
i

day <S8 Viel
J

S; < Sy Vi€ L,

x5 >0

yi €{0,1}, 255 € Z

S; = Sy Vie Ly

S; >0



7.6 Nichtlineare Optimierung

bsp5.mod

set warehouse_old;

set warehouse_new;

set customers;

set warehouses = warehouse_old union warehouse_new;

param cost{i in warehouses, j in customers};
param demand{j in customers};

param max_capacity{i in warehouses};

param cost_b{i in warehouse_new};

param cost_r{i in warehouse_old};

param T; # number of weeks

var capacity {i in warehouses} integer >= 0;
var amount{i in warehouses, j in customers} >= 0;
var open{i in warehouses} binary;

minimize cost:

T * sum{i in warehouses, j in customers}amount[i,j]*cost[i,j]
+ sum{i in warehouses_new} capacity[i]*cost_b[i]
+ sum{i in warehouses_old} cost_r[i]*openl[i];

subject to demand{j in customers}:
sum{i in warehouses} amount[i,j] = demand[i];
subject to supply{i in warehouses}:
sum{j in customers} amount[i,j] <= capacityl[il];
subject to capacity{i in warehouses_new}:
capacity[i] <= max_capacity[i] * open[i];
subject to capacity2{i in warehouses_new}:
capacity[i] = max_capacity[i] * open[i];

7.6 Nichtlineare Optimierung

option solver ipopt;
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7 AMPL — A Mathematical Programming Language

Portfolio-Optimierung

A... Assets (Anlagekategorien)
T ... Menge von Jahren
Smax maximale erlaubte Standardabweichung
R Ertrag von A im Jahr ¢t (a € At €T)
Ta mittlerere Ertrag (Ry = (3 ,cp Rat)/|T)
Rat . Abweichung vom mittleren ertrag (Rat =R, — Rat)
Tq Menge, die in a angelegt wird
max Z zo Ry
a
. i 2
s.t. m (Z Rat$a> < Shmax
teT a
Zxa =1,z,>0 Va
a
bsp6.mod
set A; # assets
set years;
param s_max;
param R{A,T};
param R_mean{a in A} := (sum{i in years} R[a,i])/card(years);
param R_tilde{a in A, t in years} := R_mean[a] - R[a,t];

var alloc{A} >= 0;

maximize reward: sum{a in A} alloc[a] * R_mean[a]l;
subject to risk: (1/card(years)) * sum{t in years}

(sum{a in A} R_tilde[a,t]*alloc[al)"2 <= s_max;

subject to cap: sum{a in A} alloc[al=1;

ampl>
ampl>
ampl>
ampl>
ampl>

ampl>

option solver ipopt;

model bsp6.mod;

data bsp6.dat;

let {a in A} alloc[a] := 1/card(A);
solve;

display alloc;

Es gibt die meisten mathematischen Funktionen in AMPL:

sin, cos, exp, sqrt, log, ...
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7.7 Komplementaritits-Nebenbedingungen
7.7 Komplementaritats-Nebenbedingungen

Sie treten oft in Gleichgewichtsproblemen auf: Angenommen, wir haben einen markt,
auf den Kunden kommen, um Tomaten zu kaufen. Es gibt bauern, die ihre Tomaten
zum markt bringen, um sie mit hochstmoglichem Gewinn zu verkaufen. Ein Bauer
16st das Optimierungsproblem

max p;S; + pia; — Cit;

s.t. t; <85
Qi =si+ 38
Qi = q(p:)
8 = s(pi)
S; = ti — Q4
pi >0
t; >0
S; Z 0
pi... Preis, den bauer ¢ verlangt
Si... Menge, die Bauer ¢ an Kunden verkauft
¢ ... Kosten fiir Herstellung, Transport u. A. von Bauer ¢
S; ... maximale Menge von bauer ¢
Q; ... Nachfrage, die Bauer i erwartet
S;... Menge, die von der Konkurrenz von ¢ verkauft wird, nach der Erwartung von %
ti... selbst mitgebracht
a; ... von Bauer ¢ an Arbitragen verkauft
Arbitragen:

Der Bauer dreht an s;, p;, t;, Arbitragen dreht an a;:

L(pi, sis ts, Tiy Wiy iy 04, T3, &) = —pisiteiti—7i(5i—1) =i (Qi(pi) —si—3i(pi)) —1i (si—ti+a;)
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7 AMPL — A Mathematical Programming Language

L i 9%i |

0 = =8 —a; — ¢z<aQ>+wz 0% 1pi >0
Op; pi i

L
oL =—pi+ i —nils;i 20

8si

L

gtizci‘f‘Tz‘"‘mJ—tiZO

Qi(pi) = si + 3:(pi)
S; = tz' — Q;

Arbitragen darf bei Gleichgewicht keinen Gewinn machen, weil

az; Z a;p; + p Z a;
8L
E)ai

=—pit+p =0

Komplementaritatsproblem (Marktgleichgewichtsproblem)

8@1 05;

( )+ iy ( *)Lp*
—p"+ 1/%' —n;iLs;

Ci + T +77iJ_t'
Q(p*) =s; + S'L Z Si

— iy

Market clearing: 8;(p*) = 3_, ., s

Komplementaritatsbedingungen in AMPL

0 <= s[i] - ali] - psil[i] + *((-QO/p0O)+theta) complements p >= 0;
0 <= -p + psi[i] - etali] complements s[i] >= 0;
0 <= c[i] + taul[i] + etal[i] complements t[i] >= 0;
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Kegel, 14
kompatible Karten,
komplementére Vektoren, [T
Komplementaritit, strikte,
konjugierte Punkte,
konkave Funktion,
Konstante der Bewegung,
konvexe

Funktion,

Hiille, 211
Menge,

konvexe Hiille

abgeschlossene,
kritische Punkte,
Kuhn-Tucker-Bedingungen,
Kuhn-Tucker-Punkt,

Lagrange-Funktion,
Lagrange-Relaxation, [77]
Lagrangesche Multiplikatoren,
Lange,
lineare Liniensuche,
Liniensuche

effiziente, B4

exakte, B3

lineare,

Maratos-Effekt,
Merit-Funktion,
Metriktensor,
Minimum

nicht degeneriertes,

starkes,

starkes lokales,

Nebenbedingungen,
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Stichwortverzeichnis

Partition der Eins,
Polytop, I8

quadratische Approximation, [78]
quadratisches Modell,
quasikonvexe Funktion,

reduzierte Hesse-Matrix, B0l
reduzierten Gradienten,
reduzierter Gradient, [34]
Relaxation,

Schlupfvariable,
Schrittweitenparameter,
Separationssatz, [14]
SQP-Schritt, [7§]
Straffunktion,
Strafparameter,
Strafproblem,
Strafverfahren,

strikt konvexe Funktion,
Suchpfad,
Suchrichtung, (3]

Transpositionssatz,
unimodale Funktion,
Vertrauensbereich,

Wirkungsintegral,
Wolfe-Quotient,
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