Ubungsaufgaben zur Schulmathematik ,,Arithmetik und Algebra“, WiSe 2015/16

Erklaren Sie fur Schiler anschaulich die Addition der beiden Zahlen 387 und 456 in der Stellenwerttafel, indem
Sie (gezeichnete oder Magnet-) ,,Plattchen‘ in die entsprechenden Felder ,,legen*, verschieben, bindeln, etc.!
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Erklaren Sie an der Subtraktion 6000-3253, inwiefern die Entblindelungstechnik aus Kapitel 0 der Vorlesung bei
manchen Aufgaben zu Schwierigkeiten fiihren kann!

Es ist kein Charakteristikum des Zehnersystems, dass schriftliche Rechenverfahren so gut funktionieren, wie wir
es gewohnt sind. Fiihren Sie die schriftliche Multiplikation von 234 und 432, im Funfersystem durch und
erkléren Sie jeden Rechenschritt! Machen Sie die Probe durch Umrechnen ins Zehnersystem!

Sogenannte ,,Klecksaufgaben* werden in der Volksschule dazu eingesetzt, das Verstdndnis von Rechenkalkiilen
zu vertiefen. Geben Sie zu den folgenden Aufgaben zumindest je eine Losung an und beurteilen Sie jeweils den
Schwierigkeitsgrad!

b) 4 7 2 2 - 4

0) 2 72 2 7 - 4
2 4 2 9
d) ? 6

e) ? ?
1 3 2
f) 4 7 ? 07
? ?2 6 ?
?2 2?2 3

2 2 2 2

Erklaren Sie schillergerecht anhand einer Stellenwerttafel (gerne mit Magnetplattchen) die Multiplikation einer
mehrstelligen, natdrlichen Zahl mit einer Zehnerpotenz als Multiplikator!

a) Fuhren Sie die Division (235)¢: (5)¢ anhand einer geeigneten Stellenwerttafel mit Hilfe von Plattchen vor!
b) Ebenso fiir (646),: (4);.
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Oft horen Schiilerinnen und Schiiler ,,Die Division durch 0 ist sinnlos!* oder ,,Durch 0 dividieren ist verboten
Geben Sie mindestens zwei Mdglichkeiten an, wie man diese Tatsache begreiflich machen kann! Recherchieren
Sie dazu in verschiedenen Schulbiichern der 1. Klasse (und geben Sie die Schulbiicher bei Ihrer Prasentation an)!

a) Versuchen Sie folgende Rechenstrategie fiir 42: 6 von Matthias nachzuvollziehen:

40:5=8
42 -40=2
2+5=7
Ergebnis: 7

b) Erkldren Sie seine Strategie im Kontext ,,42 Zuckerl sollen an 6 Kinder verteilt werden®!
¢) Versuchen Sie zu erahnen, wie Matthias wohl 49: 7 berechnen wiirde!




In einem Schulbuch fur die Volksschule findet man folgende Seite (Quelle: Das Zahlenbuch, Klasse 1). Geben
Sie an, welche unterschiedlichen Zahlaspekte dabei angesprochen werden!
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Zeigen Sie die Richtigkeit folgender Identitaten mittels vollstandiger Induktion:

n? = n(n+1)(2n+1)

b) X#1: 14 x4+ %2+, +x" = T Zeigen Sie dies auch ohne vollstandige Induktion!
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Begriinden Sie die beiden Gesetze von der Konstanz der Summe bzw. der Differenz! Wahlen Sie eine geeignete
Veranschaulichung und erkldren Sie anhand dieser!

(@a+c)+(b-c)=a+b (@a+c)—(b+c)=a-b
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Begriinden Sie das Assoziativgesetz der Multiplikation und das Distributivgesetz! Wahlen Sie jeweils eine
geeignete Veranschaulichung und erkléren Sie anhand dieser!
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Begriinden Sie genetisch folgende Umkehrgesetze (Veranschaulichungen und Erkl&rungen) fiir natirliche Zahlen:
1) (a-b)y:b=a 2) (a:b)-b=a

Deklarieren Sie dabei Klar, in welcher Weise Sie Multiplizieren (Multiplikand, Multiplikator?) und Dividieren
(Messen, Teilen?) verstehen!

14

Arithmogone

Arithmogone sind ,,Rechenvielecke®, wobei die Ecken (Kreise) mit natiirlichen Zahlen so ausgefiillt werden
sollen, dass auf den Seiten (Quadrate) genau die jeweilige Summe der beiden benachbarten Ecken (Kreise) steht.

Es sind produktive Aufgaben zum sogenannten ,,operativen Prinzip“: Wie wirken sich Verdnderungen (hier des
Ansatzes) aus? Durch das vielfaltige Probieren wird einerseits das Kopfrechnen gelibt und andererseits
(hoffentlich) die Struktur der Aufgabe entdeckt.
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a) Wie kodnnen schon Kinder in der 1. Klasse (sogar schon Grundschule) diese Aufgabe I6sen — ohne Algebra
(Gleichungen)?

Dreiecke:

Tipp: Setzen Sie in einen Kreis zunachst eine geschétzte (beliebige) Zahl und fillen Sie im oder gegen den
Uhrzeigersinn die anderen Kreise aus. Wie veréndern sich die anderen Zahlen, wenn Sie die Anfangszahl um 1
erhdhen/verkleinern (= ,,operatives Prinzip*)?

Kdnnten Sie sich noch eine andere Methode ohne Algebra (Gleichungen) vorstellen?

b) Geben Sie sich andere Zahlen auf den Seiten des Dreiecks vor und versuchen Sie das neue Rechendreieck
wieder zu ,,16sen‘!

¢) Konnen Sie eine Aufgabe mit natiirlichen Zahlen in den Quadraten (auf den Seiten) finden, die nicht mit
naturlichen Zahlen Igsbar ist?

Vierecke:
d) Suchen Sie bei den folgenden Vierecken Losungen! Gibt es mehrere / genau eine / keine?

Ist die Lage bei Vierecken im Prinzip genau die gleiche wie bei Dreiecken?
Wenn nein, worin besteht der prinzipielle Unterschied?
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e) Konnen Sie eine einfache notwendige und hinreichende Bedingung an die Zahlen auf den Seiten (d. h. in den
kleinen Quadraten) angeben, wann so ein ,,Rechenquadrat™ 16sbar ist?

15 Finden und begriinden Sie die genaue Bedingung an die drei natirlichen
Zahlen a, b, ¢ in den Quadraten, so dass das Rechendreieck in N I6sbar
ist! / E
O \Q
16 Zeige, oder widerlege durch ein Gegenbeispiel (a, b,c € N):

a) Aus a|b und a|c folgt: a®|bc
b) Aus a|bc folgt: a|b oder a|c
¢) Aus a|b und a|c folgt: a|5b + 3¢
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a) Warum reicht es beim Test, ob eine Zahl n eine Primzahl ist, die Teilbarkeit von n nur durch Primzahlen
p=< \/ﬁ zu testen?

b) Erklaren Sie genau, warum aus der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung nattrlicher Zahlen die folgenden
beiden Sétze klar sind:

Satz vom kgV: Jedes gemeinsame Vielfache gV (a,b) ist ein Vielfaches des kgV(a,b).
Satz vom kgV und ggT: kgV(a,b) - ggT(a,b)=a-b
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Teilbarkeit durch 7

1-3-2-Regel: 7 teilt genau dann die Zahl mit den Ziffern cba, wenn 1-a+3-b+2-C durch 7 teilbar ist.

Beispiel: 154 ist durch 7 teilbar, weil 1-4 +3-5+2-1= 21durch 7 teilbar ist.

Bei Zahlen mit mehr als 3 Stellen teilt man die Zahl von hinten in Dreierblocke, wendet auf jeden die 1-3-2-
Regel an (bei den geraden Dreierblocken negativ!) und addiert.

Beispiel: Wir priifen, ob die Zahl 94 261 285 699 durch 7 teilbar ist:
1.9+3-9+2-6-1-5-3-8-2-2+1-1+3:6+2-2—-1-4—-3-9="7. Somit ist 94 261 285 699
durch 7 teilbar.

Begriinden Sie, warum diese Regel funktioniert!
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Schon Adam Ries benutzte zur Uberpriifung von Addition, Subtraktion und

Multiplikation die sogenannte Neunerprobe mit Hilfe der Neunerreste der

Zahlen (sogar in seinem ,,Wappen‘ zu sehen, Holzschnitt von 1550):
45623 + 3487 = 49110

Summe (Produkt, Differenz) der beiden
Neunerreste (bei Bedarf wieder Neunerrestbildung!)

|

6

Neunerrest von 45 623 —» 2 4 +— Neunerrest von 3 487

6

T

Neunerrest des Ergebnisses

Man sagt ,,die Neunerprobe stimmt®, wenn sich im Kreuz oben und unten dieselben Werte ergeben (hier zweimal
der Wert 6).
Beantworten und begriinden Sie:

e Was steckt hinter diesem Prinzip? (Begriinden Sie fir Summe, Differenz und Produkt)

e Ist das Ergebnis sicher richtig, wenn die Neunerprobe stimmt?

e Ist das Ergebnis sicher falsch, wenn die Probe nicht stimmt?

e Warum nimmt man fir so eine Probe nicht die Dreierreste?
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Begriinden Sie die folgende ,,Merkregel* fiir die Multiplikation einer Dezimalzahl mit einer natiirlichen Zahl
schilergerecht fir die 2. Klasse AHS!

»Rechne zunidchst ohne Komma! Das Resultat hat so viele Nachkommastellen wie die urspriingliche
Dezimalzahl!“




21 Thea, Paolo und Alina bearbeiten dieselbe Aufgabe:
a) Formulieren Sie die Aufgabe!
b) Erklaren Sie die drei Rechenwege! Welches Verfahren halten Sie flr besonders gunstig? Warum?
¢) Geben Sie zu jeder der Strategien jeweils eine Aufgabe an, die sich mit der Strategie besonders gut l6sen lasst!
Begriinden Sie!

22 a) Der Preis einer Ware wird zunéchst um 10% erhoht und danach wieder um 10% verkleinert. Lukas ist der
Meinung, dass man am Ende wieder genau so viel zahlt wie am Anfang. Gehen Sie schileradaquat auf Lukas
AuBerung ein!

b) Wenn man beim Bauernladen 10 Flaschen Fruchtsaft kauft, bekommt man eine zusétzliche Flasche derselben
Sorte gratis dazu. Wie viel Prozent betragt der Rabatt? Reflektieren Sie dabei (iber mégliche Schiilerfehler!

¢) In einem Bekleidungsgeschaft erhalt man zum Sommerschlussverkauf 15% Rabatt. Jemand bezahlt fiir ein
Kleidungsstiick 170 Euro. Wie hoch ist der reguldre Verkaufspreis? Reflektieren Sie dabei tiber mégliche
Schilerfehler!

23 Schilern passieren - wenn Sie Rechenregeln rein schematisch anwenden - leicht Fehler durch Verwechslungen.
Entdecken Sie die Fehler in den folgenden (fingierten) Schilerldésungen! Erkléren Sie, wie es jeweils zu dem
Fehler gekommen ist!

Liste hiufiger Fehler (nach FADBERG):
21 3
l.a) -4+-==
3 4 7 4 a) 0,45 < 0,238
3 3+6
- - 23
b) 5+6_ 5 b) U,ZE:E
2 2. 223 5 a) 3,48+4,2=7,50
) b) 0,45+7 = 0,52
b) 4. —=—
7 28 &, 0,4-0,2=0,8
9 3 4:3 3
—_—— = —_— = — 7. 5:':'_,1:(}_,5
S TR TR TR i :}03509 \
. )0 U
b 2.2 2:2_1
3 3 3
24 5
Wie kann man im Kontext des ,,Pizza-Verteilens* ohne Rechnung erklaren, dass 7 < g bzw. allgemein fur
. m m+1 m m+k
m<ngilt —<—— bzw. —< ?
n n+l n  n+Kk
Wie sehen die entsprechenden Ungleichungen und die zugehdrige Argumentation fir M > N aus?
25 Ein sehr haufiger Schiilerfehler ist

a_ _c_a+c
b d b+d
Kann diese ,,Methode* in manchen Fillen fiir positive Bruchzahlen (@, b, ¢, d > 0) das richtige Ergebnis der
Addition bringen? Wenn ja, in welchen? Wenn nein, warum nicht?
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a) Stellen Sie mit Hilfe einer Visualisierung dar, was sich Schiilerinnen und Schiler unter der Rechnung §

u N

vorstellen sollen! (Hinweis: siehe Vorlesung!)

b) Nehmen Sie die folgende Einflhrung der Bruchmultiplikation in einem Schulbuch genau unter die Lupe!
Welche Voraussetzungen braucht man daftir? Flr wie sinnvoll halten Sie diese Einfiihrung?
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Bruchzahlen werden in der (Hochschul-)Mathematik als Mengen eingefihrt, die ausschlieBlich auf die
natiirlichen Zahlen und ihre Rechengesetze aufbauen. Beispielsweise wird die Bruchzahl gdefiniert als die

Menge E] = {(a,b) € N x N*|2b = 3a}.
a) Geben Sie einige Elemente der Menge E] an! Machen Sie daran deutlich, warum es sinnvoll ist, alle diese
Elemente zu einer Menge zusammenzufassen!

b) Man sagt, dass zwei Zahlenpaare (a, b) und (c, d) in Relation zueinander stehen (d. h. (a, b)~(c, d)), wenn
gilt: ad = bc. Zeigen Sie, dass diese Relation eine Aquivalenzrelation ist!

c) Definieren Sie auf der entsprechenden Menge aller Aquivalenzklassen eine Addition bzw. eine Multiplikation!
Diese sollen der iblichen Addition bzw. Multiplikation von Bruchzahlen entsprechen.

d) Zeigen Sie, dass die Verknupfungen aus c¢) das Kommutativgesetz und das Assoziativgesetz erfillen!

28

Ist es mdglich eine Gerade so ins Koordinatensystem durch den Koordinatenursprung O = (0 | 0) zu legen, dass
sie keine weiteren ganzzahligen Gitterpunkte mehr enthalt? Wenn nein, warum nicht. Wenn ja, was Isst sich
Uber die Gerade sagen? Gibt es dann eher wenige oder eher viele solche Geraden?

29

Begriinden Sie: Durch den Divisionsalgorithmus wird jedem Bruch eine endliche oder eine periodische
Dezimalzahl zugeordnet.

30

Schreiben Sie die periodischen Dezimalzahlen 0,251_L; 0,63_5; 0,4317 in Bruchform an! Erkldren Sie das
zugehdrige Verfahren schiilergerecht!

31

»Auf Zahlen treten®: Entwickeln Sie ausgehend von folgendem Bild einen Arbeitsauftrag fiir Schiiler zur
Einfuihrung der negativen Zahlen im Unterricht! Gestalten Sie ein entsprechendes Arbeitsblatt dazu! Uberlegen
Sie, welche Grundvorstellungen und Rechenregeln die Schiiler dabei entwickeln sollen!

(Hinweis: Verwenden Sie zur Losung der Aufgabe bitte keinen anderen Kontext, wie z. B. Temperatur, Schulden,
usw. Bleiben Sie einfach beim Kontext ,,Vor- und Zuriickgehen auf den Zahlenkarten®!)
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Was ist aus der fachdidaktischen Perspektive zu folgendem ,,Schulbuchbeweis* fiir die Regel
(-b) - (-d)= (+b-d)zu sagen?

Anhand der folgenden Figur erkennt man, dass der Inhalt des
schraffierten Rechtecks auf zwei Arten dargestellt werden kann: ,/
(a=b)-(c—d)=ac—bc—ad+ bd /

.J:-T//J’f'

L)

Setzt man a = ¢ =0, so ergibt sich %

(-b)-(~d)= bd.

33

Formulieren Sie ausgehend von ,,Von einem Konto werden schon seit einigen Tagen jeden Tag 5€ abgebucht,
momentan ist der Kontostand bei 0 einen Kontext, in dem klar wird, dass die Rechenregel ,,Minus mal minus

ergibt plus* verniinftig ist, z. B. (—5) - (—4) = +20; geben Sie auch die notigen zugehdrigen Erklarungen!

34

Betrachten Sie folgende Visualisierung von ,,Minus mal Minus ist Plus*:

Das weilRe Rechteck links stellt das Produkt 2 - 3 dar. Um das
Produkt (—2) - 3 darzustellen, klappt man das Rechteck um die
y-Achse, es erscheint die schwarze Rickseite des Rechtecks.
Schwarz signalisiert ,,Minus®, also: (—2) - 3 = —6.

a) Stellen Sie — dieser Idee folgend —auch 2 - (—3) und
(=2) - (—3) dar!

b) Beurteilen Sie die Anschaulichkeit dieser Visualisierung fiir den Unterricht! Wofr ist diese Visualisierung
geeignet, wofir nicht?

35

Folgender Arbeitsauftrag ist aus dem Schulbuch mathbu.ch 7 entnommen (die kleinen schwarzen bzw. weil3en
Quadrate stehen fiir Boxen, also z.B. Ziindholzschachteln, die kleinen schwarzen Punkte fiir getrocknete
Bohnen). Zusétzlich zu den aufgezeichneten Bohnen steht den Schiilern ein Bohnenvorrat zur Verfligung.

Knack die Box

Legt mit Bohnen und leeren Boxen die beiden folgenden Anordnungen:

Anordnung A Anordnung B
EE----- ogog-- -

Nehmt Bohnen aus dem Bohnenvorrat und fiillt die Boxen so, dass folgende
Bedingungen erfiillt werden:

1. In beiden Anordnungen sind gleich viele Bohnen vorhanden (insgesamt,
d. h. die einzelnen Bohnen und die Bohnen in den Boxen zusammenge-
zshlt).

2. In Boxen gleicher Farbe liegen jeweils gleich viele Bohnen.

Wie viele Bohnen kénnen in den schwarzen bzw. in den weiBen Boxen liegen?

Erfindet selbst solche Paare von Anordnungen! Versucht die Boxen so zu fiillen,
dass die beiden Bedingungen von oben erfiillt sind. Gibt es immer (mehrere)
Méglichkeiten die Boxen entsprechend zu fiillen?

Vielleicht helfen Euch Tabellen der folgenden Art beim iibersichtlichen Auf-
schreiben Eurer Ergebnisse!

Ane.der%ulmenineiner&lu&rmaml I | I | |

e

Anz.dzriﬁ’obnmmeirzrumﬁeu%oxl I

a) Welches Ziel verfolgt dieser Arbeitsauftrag? An welcher Stelle im Unterrichtsverlauf wiirden Sie ihn
einsetzen? Begriinden Sie!

b) Bearbeiten Sie die Aufgabe!

¢) Welche Variablenbegriffe tauchen hier auf?

d) Auf welchen Typ Gleichung fuhrt der Arbeitsauftrag?




Bearbeiten Sie folgende Aufgabe fiir Schiilerinnen und Schiler (statt Bohnen werden hier Streichhélzer
verwendet):

In dieser Aufgabe finden Sie einen Transkriptausschnitt (aus der Dissertation von Dagmar Melzig, Universitét
Duisburg-Essen), der die Bearbeitung von ,,Knack die Box* durch vier Schiiler zeigt. Sie sind dabei von
folgender Situation ausgegangen, die sie auf dem Tisch mit Boxen und Bohnen ausgelegt haben:

|

'SR

Nils
0000
ONIN

BON

Nathan
y

| N4 N

1 Nils Lass’ mal versuchen mit jeweils einem oben drauf (#
beginnt, auf jede schwarze Box eine Bohne zu legen).

2 Nathan #
beginnt, auf jede weifle Box eine Bohne zu legen

3 Nils Nee, da nicht, da nicht, da nicht (# nimm¢ die Bohnen, die
Nathan auf die weiflen Boxen gelegt hat, wieder herunter
und legt dann weiter Bohnen auf die schwarzen Bozen).

4 Nathan # nimmit ebenfalls eine
Bohne von einer weiflen Box und legt sie stattdessen auf
eine noch nicht besetzte schwarze

5 Niko (in nachiffendem Tonfall) Pack mal jeweils eine Bohne
oben drauf.
6 Nils Ok, das wir'n dann zwei (zeigt auf die beiden einzelnen

Bohnen neben den schwarzen Bozen), drei, vier, fiinf, sechs,
sieben, acht, neun (zeigt wihrend des Zihlens nacheinander
auf die Bohnen auf den schwarzen Boren — oder auf die
Bozen selbst(?)). # Neun, vier (umschliefit mit den Fingern
die einzelnen Bohnen neben den weiflen Bozen; in dieser
Position verharrt er)

7 Nathan # Zehn, elf, zwolf, 13 (zeigt wihrend des
Ziihlens nacheinander auf die weifen Bozen)

8 Noah # setzt sich und fegt
Radiergummi-Kriimel vom Tisch.

9 Nils Ja (lisst dabei die einzelnen Bohnen neben den weifen

Bozen los). Genau.

10 Nathan  legt eine Bohne auf eine weife Box ) .
siehe néchste Seite!
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12

13
14
15
16
17
18

19

20

21

22

23

23.1

24

25
26

27
28

30

31
32

g & &

Nils
Nathan
Nils
Niko
Beob.
Nathan

Beob.
Nils

Noah

Nathan
Niko
Nils

Nathan

Noah

Nils

Nathan
Niko

Nathan
Nils
Nathan

Nils

Niko

Nathan

Nils

Niko
Niko
Nathan

Nein, passt nicht (nimm¢ Nathans Bohne wieder von der
weiflen Bor weg)

Passt nicht. Dann miissen wir, nehmen wir, dann nehmen
wir eben andere Zahlen.

Nee, das geht nicht, # mit eins geht nicht. Tu mal zu jedem
# Nee.

legt Heftstreifen auf den Tisch
(an Beobachterin gerichtet) Wofiir ist das?
Wird gleich erklirt.
# Tu mal zu jedem zwei hin (beginnt, auf jede schwarze
Boz eine zweite Bohne zu legen)
# wendet sich seiner Mappe zu, nimmt Bleistift und Lineal
zur Hand, legt beides wieder weg, nimmit seinen Fiiller,
schiebt das Lineal hin und her; schaut dabei immer wieder
auf sein Arbeitsblatt; ist damit bis zum Ende dieser Szene
beschdftigt
(nimmt sich einen Heftsireifen) Ich mochte einen roten.
# hilft Nils beim Auffiillen der Bohnen auf den Bozen.
# Gib noch mal ein paar her (guckt, ob Nathan noch
Bohnen bei sich liegen hat; dort sind aber keine) Ma,
Nathan! # (nimmt sich stattdessen Bohnen aus dem
Vorrat, der vor Niko liegt).

# (legt den Heftstreifen zuriick) Fiir mich ist der
rote reserviert.

beginnt, etwas in seine Mappe zu schreiben, und ist damit
bis zum Ende der ndchsten Szene beschiftigt; schaut
zwischendurch immer wieder auf (auf sein Arbeitsblait oder
die aufgebaute Bozensituation?)

Ok, wieviel sind das (macht neben der Anordnung mit den
schwarzen Bozen eine kreisende Handbewegung), zwei (zeigt
auf die einzelnen Bohnen neben den schwarzen Bozen), 14
(zeigt entlang der schwarzen Bozen; legt eine Bohne, die
offenbar auf die Nachbarbox gekullert ist, wieder zuriick, so
dass auf allen schwarzen Bozen je zwei Bohnen liegen), 16
(zeigt auf die Anordnung mit den schwarzen Bozen) minus
vier (zeigt auf die einzelnen Bohnen neben den weifien
Bozen) 12 #, dann muss hier drei ## (zeigt auf eine weifle
Boz). Zwei, drei.

# Sind 12.

#4 nimmt Bohnen aus
dem Vorrat. Er schaut dann zu Nils und Nathan, die sich
ihren Blittern zuwenden, um die Lisung aufzuschreiben,
und legt die Bohnen wieder weq.

Zwei, drei?
Zwei, drei. (nickt)
Sauber, Nils. (Nils und Nathan schreiben das Ergebnis auf.)

Jetzt versuchen wir das mal mit dre (beginnt je eine dritte
Bohne auf die schwarzen Bozen zu legen)
# schreibt etwas in seine Tabelle

# Mit dre. Ok, dre, drei, sechs, neun, zwolf, 15 #+#, 18,
#4421 (zeigt nacheinander auf die schwarzen Bozen)
minus zwei (zeigt auf die einzelnen Bohnen neben den
schwarzen Bozen) sind

#4 hat

nun auf vier schwarze Boxen Bohnen gelegt. Er bricht das
Auffiillen der Bohnen ab und schaut Nathan beim Zdhlen

Zu.

#### 21

Sind 17 (zeigt auf die Anordnung mit den weifien Bozen).
Sieb-, 16

siehe nachste Seite!




61

288

Etwas spater:

Nathan
Nils
Nathan
Nils

Niko
Nathan

Niko
Nils

Mit zehn,
Eh. mit zehn,
Mit zehn miisste passen
70 (zeigt auf die schwarzen Bozen) minus zwei sind 68 #
68 (.) passt,
#
wendei sich wieder dem Tisch zu
Passt (will das Ergebnis aufschreiben)
Ah,
Warte mal, sind zehn und 17 (Nathan, Nils und Niko
schreiben nun das Ergebnis auf)

a) Versuchen Sie nachzuvollziehen, was die einzelnen Schiiler in dieser Szene tun und zu welchem Zweck sie es
tun! Versuchen Sie herauszufinden, wie die Schuler denken und ob bzw. wie sie sich aufeinander beziehen!
Stellen Sie Ihre Uberlegungen gut strukturiert in der Ubung vor!

b) Welche Rollen tbernehmen sie jeweils im Lésungsprozess?

¢) An welchen Stellen des Losungsprozesses wird eher arithmetisch agiert, an welchen Stellen algebraisch?
Welche Rolle spielt das Material bzw. die Ablésung vom Material dabei?

38 Nachstehend finden Sie zwei Schulbuchseiten!
a) Bearbeiten Sie die gestellten Aufgaben so, wie es der Altersstufe angemessen ist!
b) Welche Seite wiirden Sie als Einstieg in das Thema ,,Variablen* eher verwenden? Begriinden Sie Thre Antwort!
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gestellt:

(Man darf die Warfelschlange dabei von allen Seiten auller
Wairfelschlangen der L&ngen 1, 2, 3, .... n sichtbar?

zuzuordnen!

Im Rahmen einer Studie wurde Schilerinnen und Schiilern aus Essen und St. Petersburg folgende Aufgabe

Wie viele Wirfelflachen sind bei folgender, auf einem Tisch liegender Wiirfelschlange der Lange 5 sichtbar?

von unten betrachten.) Wie viele Flachen sind bei

Geben Sie zu jeder der folgenden verbal formulierten Strategien eine passende Berechnungsformel an, in der die
Strategie noch ,,sichtbar ist! Versuchen Sie dann, die untenstehenden Schilerldsungen den Strategien

Betrachtet die Quadrate pro Reihe:

den Enden

= Zihlt die drei Reihen hintereinander und dann die beiden Quadrate an

= Zihlt die drei Rethen gebiindelt und dann die Quadrate an den Enden

Betrachtet die Quadrate pro Wiirfel:

= Zihlt das obere, vordere und hintere
beiden Quadrate an den Enden

Quadrat der Wiirfel und dann die

= Ziihlt die Quadrate der beiden dufleren Wiirfel (je vier Quadrate) und
dann die Quadrate der inneren Wiirfel (je drei Quadrate)

Erkennt die Verinderung:

bzw. hinzukommen

= Zeigt, welche Quadrate mit jedem neuen Wiirfel verdeckt werden

Beispiel: Julia

Beispiel: Olga
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Aus einer PISA-Aufgabe:

Ein Bauer pflanzt Apfelbdume an, die er in einem quadratischen Muster anordnet.
Um diese Baume vor dem Wind zu schiitzen, pflanzt er Nadelbaume um den
Obstgarten herum.

Im folgenden Diagramm siehst du das Muster, nach dem Apfelbaume und
Madelbdume fir eine beliebige Anzahl (n) von Apfelbaumreihen gepflanzt werden:
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Stellen Sie je eine Formel fur die Anzahl der Apfel- und Nadelbdume in Abhangigkeit von n auf! Begriinden Sie
jene fir die Nadelbdume auf mindestens drei verschiedene Arten!

41

Elektrische Modelleisenbahnen gibt es in verschiedenen BaugroRen. Das kleinste System ist die BaugroRe Z. Die
Schienen und Wagen sind dort im Mal3stab 1 : 220 nachgebaut. Aus den Schienenstiicken des Startersets lassen
sich folgende Gleisanlagen bauen:

a) Was konnte der Term 3a + 2b + 6¢ in Zusammenhang mit Anlage 1 bedeuten? Wofiir stehen die Variablen a,
b und c? Stellen Sie entsprechende Terme auch fiir Anlage 2 und Anlage 3 auf! Was kénnen Schiilerinnen und
Schiler aus dieser Aufgabe lernen?

b) Welche Rechnung passt zu folgendem Bild?

¢) Visualisieren Sie das Kommutativgesetz der Addition, das Assoziativgesetz der Addition und das
Distributivgesetz 2 - (a + b) = 2a + 2b mdglichst einfach mit Hilfe geeigneter Schienenstiicke!

42

Legen Sie mindestens finf Bekannten, Freunden oder Verwandten unterschiedlicher Altersgruppen die
Professoren-Studenten-Aufgabe vor:

Es sei S die Anzahl der Studenten und P die Anzahl der Professoren an einer Universitat. Auf einen Professor
kommen 6 Studenten. Driicken Sie das durch eine Gleichung mit Hilfe von S und P aus!

a) Befragen Sie lhre Probanden (egal, ob sie richtig oder falsch geantwortet haben) danach, was sie sich zu der
Gleichung vorstellen, wie sie bei der Lsung vorgegangen sind bzw. was ihnen vielleicht Schwierigkeiten
bereitet hat! Machen Sie die Personen mit fehlerhaften Antworten durch Zahlenbeispiele auf den Fehler
aufmerksam und fragen Sie noch einmal! (Sie sollten natirlich sachlich bleiben und Ihre Probanden nicht
bloRstellen oder in eine unangenehme Priifungssituation mandvrieren.)

b) Sammeln Sie die Ergebnisse (Ldsungen, Gesprachsnotizen, Zeichnungen, etc.) und bereiten Sie das
interessanteste Beispiel fir die Ubung vor! Stellen Sie auch vor, wie Sie bei falschen Antworten interveniert
haben!
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Bearbeiten Sie folgende Aufgabe auf dem Darstellungsniveau einer 2. Klasse!

44

Geben Sie eine moglichst einfache Formel fiir den Flacheninhalt des Vierecks an! Von welchen der Koordinaten
hangt dieser Flacheninhalt ab, von welchen nicht? Begriinden Sie die Antwort auch geometrisch!

45

Im Notizheft von Sam findet sich folgende Rechnung:

a) Was hat Sam hier ausgerechnet?

b) Welchen Vorteil hat Sams Methode?

¢) Welches Rechengesetz steckt hinter Sams Methode? Schreiben Sie mit Variablen an!

d) Schlagen Sie in mindestens drei Schulbiichern der 3. Klasse nach, wie dort die drei binomischen Formeln
eingefuhrt werden! Gibt es Unterschiede? Woftr wiirden Sie sich in Ihrem Unterricht entscheiden?

46

a) Schiler werden manchmal dazu angehalten, Terme wie xy + 3(x + y) auch zu beschreiben: ,,Das ist eine
Summe, bei der der 1. Summand ein Produkt aus den Faktoren x und y ist, der 2. Summand ist ein Produkt aus

der Zahl 3 und der Summe aus x und y.* Welchen Sinn haben derartige Ubungen? Welche Anforderungen stellt
dies an die Schiiler? Lohnt sich der Aufwand?

b) Die folgenden Terme sollen vereinfacht werden. Ordnen Sie diese nach ihrem Schwierigkeitsgrad! Begriinden
Sie Ihre Entscheidung!

2 1 3 1 1 1
3a+ 4b + 2a + 6b; §r+zr; 2x +3x;  2(x +y) + 3(x + 2y); Zr+zs—§r+§s;

8(a + 2b) — 4(a — b); 03m+1,5n—2,4m —0,8n




47 a) Unter welchen Bedingungen kann der Fall (a + b)? = a? + b? eintreten? Wie konnen Sie den Schilern klar
machen, dass dies nicht im Widerspruch zur binomischen Formel steht?

b) Manche Schuler haben Schwierigkeiten, eine Gleichung wie x = y zu akzeptieren. Woran kann das liegen?
Wie kann man das Problem I8sen?

¢) An der Tafel steht 0 < —x. Ein Schiiler protestiert: ,,Es muss heifien: 0 > —x “. Wie kénnen Sie ihm helfen?
d) Wie koénnen Sie lhren Schilern klar machen, dass man durch Einsetzen konkreter Zahlen wohl die
Fehlerhaftigkeit einer Termumformung, nicht aber ihre Korrektheit beweisen kann?

48 Der Schweizer Maler Richard Paul Lohse hat 1983 das quadratische Bild ,,6 komplementéire Farbreihen* gemalt.
Erstellen Sie ein Arbeitsblatt zum Thema ,,Terme und Termumformungen* fiir Schiilerinnen und Schiiler zu
diesem Bild und I6sen Sie die darauf gestellten Aufgaben auch selbst!

49 Folgende Passage findet man in einem deutschen Schulbuch zum Thema ,,Gleichungslosen®:

a) Bearbeiten Sie diese Aufgabe selbst!

b) Diskutieren Sie eingehend den didaktischen Nutzen der Passage! Nennen Sie dazu mindestens drei Aspekte!
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Ldsen Sie diese Aufgabe einerseits mit und andererseits ohne Algebra:

Auf einem Tisch stehen zwei Glaser mit jeweils der gleichen Menge Rot- bzw. Weillwein. Aus dem Rotwein wird
ein Loffel heraus genommen und in den Weillwein gegeben. Es wird nun gut umgerihrt und dann ein Léffel vom
dadurch entstandenen WeiR-Rotwein-Gemisch zuriick in das Glas mit dem Rotwein gegeben. Befindet sich jetzt
mehr WeilBwein im Rotwein oder mehr Rotwein im Weillwein?

51

Finden Sie die Fehler in den folgenden Bearbeitungen!

i) Jeder Mensch hat sein Normalgewicht!

Beweis:

G ... tats&chliches Gewicht eines bestimmten Menschen,
N ... Normalgewicht fur einen Menschen dieser GroRe
U ... Ubergewicht dieses Menschen

G=N+U0 |-N
G-N =U| - (G-N)
G-N)-(G-N)=(G-N)-U )
GG-2GN+NN=GU-NU | + GN-NN-GU

GG -~ GN - GU =GN~ NN - NU
G- (G-N-U)=N-(G-N-U) |:(G-N-U)
G=N

ii) 5 ist gleich 4 (oder: alle Zahlen sind gleich)

Beweis:
-20=-20
25-45=16-36

52 _ 2.5.9 =4%_ 2.4.2
2 2

9.2 _ 9.2
(5—5) —(4—5)

N | ©

5_224_
2
5=4

52

a) Losen Sie folgende Schulbuchaufgabe!

b) Entwerfen Sie eine Prifungsaufgabe, die dieselben Kompetenzen erfordert, die auch zur Lésung von a) nétig
sind! Losen Sie Ihre Aufgabe! Stellen Sie aullerdem dar, worauf Sie bei der Aufgabenerstellung besonders
geachtet haben!

(Hinweis: Die Aufgabe in b) muss nicht zwangsldufig nach demselben ,,Muster* wie a) aufgebaut sein, Sie
durfen ruhig kreativ werden!)




53

Folgende Interviewtranskripte sind dem Buch ,,Didaktische Probleme der elementaren Algebra® von G. Malle
entnommen:

a) Kurt soll die Gleichung 2z = g l6sen. Das Interview verlauft wie folgt:

b) Auch Angelika Iost diese Gleichung:

c) Barbara soll den Term (x - y)? ausmultiplizieren.

Versuchen Sie nachzuvollziehen, wie die Schiler/innen denken und stellen Sie diese Gedanken vor! Welche
Uberschrift kénnte man aus didaktischer Sicht tiber diese drei Transkripte setzen? Wie wiirden Sie im Unterricht
mit diesen Lésungen umgehen?

54 Ldsen Sie folgende einfache Bruchgleichung mit einem Parameter: Einerseits mit Parameter a und
X
Losungsvariable x, andererseits umgekehrt (@, X e R): —— =2
X+a
55

Losen Sie die Gleichung X+ 7 — X —7 = —6. Wie viele Lésungen gibt es?




Aufgaben fir den Computereinsatz

Bearbeiten Sie die nachfolgenden Aufgaben mit Hilfe von GeoGebra! Starten Sie bei der Prasentation in den Ubungen jeweils
mit einem leeren GeoGebra-Dokument und erklaren Sie jeden Bearbeitungsschritt!

C1 a) Ermitteln Sie den gréRten gemeinsamen Teiler der Zahlen 351, 728 und 5291.
b) Ermitteln Sie das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen 24, 50 und 60.
c) Ermitteln Sie die Primfaktordarstellung von 1368.
C2 Ldsen Sie die Gleichung @ = 25 so, dass die Losung i) als Bruch, ii) in Dezimaldarstellung ausgegeben wird!
C3 Ldsen Sie folgende einfache Bruchgleichung mit einem Parameter im CAS: Einerseits mit Parameter a und
Ldsungsvariable x, andererseits umgekehrt (a, X € R): X =2
X+a
Vergleichen Sie die von GeoGebra ausgegebene Lésung mit jener aus Aufgabe 53! Nehmen Sie Stellung dazu!
C4 Zeigen Sie, wie im CAS von GeoGebra die unterschiedlichen Lésungsfélle fiir lineare Gleichungssysteme (3
Gleichungen in 3 Variablen) ausgegeben werden! Wahlen Sie dazu selbst geeignete Gleichungssysteme!
C5 Erstellen Sie im Grafikfenster von GeoGebra ein Applet, das die Eigenschaft f(x + 1) = f(x) + k am Graphen
einer linearen Funktion f mit f (x) = kx + d verdeutlicht!
C6 Demonstrieren Sie mit Hilfe eines Schiebereglers fiir r, wie sich der Funktionsgraph veréndert, wenn man an der

Funktion f mit f(x) = |x| folgende Transformationen vornimmt:
a) gl)=f(x+r)

b) hA(x)=f(x)+r

c) i(x)=r-f(x)

d) j&x) =f(r-x)




Zusatzaufgaben

Aufg. 32
Hans 11.4

Eine bei den Agyptern wichtige Frage war, ob ein Bruch als Summe verschiedener Stammbriiche darstellbar ist.
Zeigen Sie, dass im Bereich zwischen 0 und 1

1
a) alle Stammbriiche — selbst und
n

2
b) alle Briiche — mit Zahler 2 als Summe zweier verschiedener Stammbriiche darstellbar sind.
n

2 1 1
Bemerkung: Bei b) ist die nahe liegende Zerlegung — = — + — nicht erlaubt, weil die Stammbriiche nicht
n n n

verschieden sind.

Aufg. 38
Hans 13.4

Das Seil istimmer 1 m langer . . .

Ein Band oder ein Seil, das immer um 1 m langer ist als eine (variable) Strecke auf dem Boden, wird mit
seinen Enden an die Enden der Strecke am Boden gehalten. Dann ist das Seil natirlich nicht gespannt, und man
kann es an einem beliebigen Punkt vom Boden abheben und spannen. Aber wie weit geht das?

a) Abheben in der Mitte des Seiles
Stellen Sie sich vor, das Seil ist immer um genau einen Meter langer als die Strecke s am Boden, und man hebt es
immer in der Mitte senkrecht an, so dass sich dabei eine gewisse Hohe h,\,I ergibt (Index M fiir Mitte). Wie wird

sich die Hohe hM in Abhé&ngigkeit von der Strecke s auf dem Boden verandern?

Ohne Rechnung: Wird diese Hohe mit wachsendem s grofRer werden, gleich bleiben, oder kleiner werden?
Schatzen Sie die Hohe h,, (S) bei den Werten von s =1,10,100,1000 m in Form einer Tabelle.

Bodenstrecke s (in m) 1 10 100 1000
Seillange L (in m) 2 11 101 1001

Hohe h,, (inm)
b) Ohne Rechnung: Machen Sie eine Freihandskizze flr den vermuteten, rein qualitativen Verlauf des Graphen
der Funktion S > h,, (S).

c) Bestimmen Sie dann den Funktionsterm der Funktion S+ h,, (S) und zeichnen Sie ihren Graphen;
vergleichen Sie mit Ihren Schéatzwerten bzw. mit der Freihandskizze des Graphen! Was bedeutet das fir
limh,, (s)?

s

d) Bearbeiten Sie a) bis c¢) fur den Fall, dass man das Seil nicht in der Mitte, sondern an einem Randpunkt der

Strecke abhebt (am Rand steht dabei ein Stiick Seil senkrecht nach oben): S > h; (S) (Index R fiir Rand). Was

fallt dabei im Vergleich zu c) besonders auf?

e) Finden Sie eine rein geometrische Moglichkeit (ohne Rechnen, Formeln, Algebra), die zu beobachtenden
Phénomene (Wachstumsverhalten, keine Grenzwerte) der Abhebedistanz fiir wachsende Werte von s in beiden
Fallen Schiilern/innen der 2. Klasse plausibel zu machen (ohne Pythagoras)?

Aufg. 16
S
Hans 5.3

Testen Sie die folgenden Methoden zur Berechnung von Quadratzahlen zunéchst an einigen Beispielen und
beweisen Sie danach allgemein ihre Glltigkeit!

a) Fiir die Berechnung von X*, wenn 25 < X < 75: Addiere zu (subtrahiere von) 25 den Abstand | 50 — X |
und hange das Quadrat dieses Abstands zweistellig an! Bsp 572 : 25+7 =32, 7% =49, also: 3249
b) Fiir die Berechnung von X2, wenn 75 < X <125: Addiere zu (subtrahiere von) X den Abstand |100 — X |
und hange das Quadrat dieses Abstands zweistellig an! Bsp 88% :  88—-12 =76, 12% =144, also:
7744

¢) Fur die Berechnung von X2, wobei X eine zweistellige Zahl mit Einerstelle 5 ist: Multipliziere die
Zehnerziffer von X mit der um 1 vergréRRerten Ziffer und hange 25 an!

Aufg. 14
Hans 4.5

Schreiben Sie mit jeweils genau 4 Vierern und den Rechenzeichen +, —, -, : und mit Klammern die Zahlen 0 bis
10.




