Eine auf ganz R? stetig differenzierbare Funktion,
bei der 0 der einzige kritische Punkt und ein lokales Maximum ist,
aber 0 kein (globales) Maximum ist

Betrachte die durch f (%) := 18z;%™ — 27x,%e™ 4 ¢ 16%2° definierte Funktion f : R? —
R. Wir setzen = = (2). Offensichtlich gilt f(z) = 9(2z1 — 3)z,2e*2 + 7162 Weiters gelten
g—afl(x) = 54x12e*? — Hdx e® = 54(x; — 1)z1€*2 und 597’;(:5) = 9(2x1 — 3)x1 2" — 320061672 Weil
die partiellen Ableitungen stetig sind, ist f stetig differenzierbar und es gilt

(]-) df(:(:) = (54([E1 — 1).7716332 9(21,1 _ 3>x12e$2 o 32$2€—16z22) '

Fiir die zweiten partiellen Ableitungen erhdlt man %(z) = 108z,€™ — bde™ = 54(2x, —

2 2 2
e, o () = goge (@) = 5da(en — e und hs(2) = 9221 — 3)ae™ — 32e719%"
10242527 16%2° = 9(22y — 3)x1%e™ + (1024252 — 32)e~ 192", Nachdem die zweiten partiellen Ab-

leitungen stetig sind, ist f zweimal stetig differenzierbar und es gilt

2) & = 54(2x1 — 1)e™ b4y (zy — 1)e™ )
@ =\ 5day (2 — 1)e* 9(2z1 — 3)a1%e™ + (1024252 — 32)e 167

Um die kritischen Punkte von f zu bestimmen, beweisen zur zuerst folgende Hilfsresultate.
Lemma 1. Fiur alle x € R gilt ee > 1.

Beweis. Betrachte f(z) := ec — z. Es ist dann lim,_,_, f(z) = +o00. Weiters ist

z
e

x
. €e 0 . e
lim = — = lim =+00.
T—+00 I 00/ Regel von de ’'Hospital z—+oco 1

@ |=

Deshalb gibt es ein R, sodass % > 2 fiir alle z > R. Fiir x > R gilt daher f(z) = e —x >
und deshalb ist lim,_, o, f(z) = +00. Somit besitzt f ein Minimum m, und da f differenzierbar
ist muss f/(m) = 0 gelten. Weil f'(z) = ec2 — 1 gilt, ist f/(z) = 0 genau dann, wenn z = e.
Aukerdem ist f(e) = 0, und daher ist 0 < f(x) = ec — x fiir alle # € R, woraus sich die
gewiinschte Ungleichung ergibt. O
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Lemma 2. Fir alle x € R gilt e <e

Beweis. Wir unterscheiden drei Félle. .
1. Foll: x <0: Da e”2 > 0 erhalten wir _x ¢ ¥ <0 < e 1, womit die Ungleichung in diesem
<0 >0
Fall gezeigt ist. i
2. Fall: x > %: Hier ist dann 22 > \% und daher e=*° < e v2. Wegen Lemma 1 ist x < ee,
und daraus ergibt sich
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ergibt. Somit ist ze™ < et < e~ i, wodurch die gewiinschte Ungleichung auch in diesem

Fall bewiesen wurde.



3. Fall: Es bleibt der Fall 0 < x < \/Lﬁ zu betrachten: Man erhilt _z ¢ % < \/Li und —%
<7 <1
4\f Weil e < 4 ist, ist ez = \/_ <2und daher 1 <log2. Deshalb ist log - f =1 5log2 < —
woraus man 75 <ei<e ~13 erhilt. Somit erglbt sich ze™*" < \f <e ~1 < e7i, Wodurch
auch in diesem Fall die gewiinschte Ungleichung gezeigt wurde. O
Lemma 3. Fir alle z € R gilt —4ze 167" < ¢*.
Beweis. BEinsetzen von —4z in Lemma 2 ergibt —4ze 167" < 7. O

Jetzt wollen wir die kritischen Punkte, also diejenigen z mit df(,) = 0, fiir unsere anfangs
definierte Funktion f bestimmen. Bereits in (1) haben wir die Ableitung von f bestimmt. Wenn
x ein kritischer Punkt ist, dann muss also 54(z; — 1)x1e™ = 0 gelten. Also muss z; = 1 oder
z1 = 0 gelten. Falls z; = 1 gilt, dann miisste 0 = 9(2z; — 3)x,2e* — 32x9e71672° = _9e72 4

8 (—4@6‘16”2) < —e™ < 0 gelten, was offensichtlich ein Widerspruch ist. Somit muss x; = 0

TV
<e”2 wegen Lemma 3

gelten, und dann muss auch 0 = 9(2z; — 3)z2e™ — 3206~ 1672" = —322,¢716%2° gelten, woraus
£0
sich 25 = 0 ergibt. Deshalb ist 0 = () der einzige kritische Punkt von f.
—54 0
0 —32
handelt, sind die Eigenwerte die Diagonalelemente. Weil diese negativ sind, ist d*f(o) negativ
definit, und deshalb ist an der Stelle 0 ein lokales Maximum von f.
Offensichtlich ist f(0) =1 und f(2) =37.Da f(2) =37 > 1= f(0) gilt, kann 0 kein globales
Maximum von f sein.

Aus (2) erhalten wir d? fg) = < . Nachdem es sich dabei um eine Diagonalmatrix



