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32. Sei E ein endlichdimensionaler Vektorraum, α ∈ Λ2E∗ und β ∈ Λ1E∗. Dann gilt für
e1, e2, e3 ∈ E:

(α ∧ β)(e1, e2, e3) = α(e1, e2)β(e3)− α(e1, e3)β(e2) + α(e2, e3)β(e1) .

33. Sei E ein n-dimensionaler Vektorraum und k ≤ n. Zeige: α1, . . . , αk ∈ E∗ sind linear
abhängig genau dann, wenn α1 ∧ . . . ∧ αk = 0.

34. Seien ϕ, ψ ∈ L(E,E). Leite die folgenden Eigenschaften der Determinante direkt aus
der Definition 2.7.12 her:

(a) det(ϕ ◦ ψ) = det(ϕ) det(ψ).

(b) det(idE) = 1.

(c) ϕ ist ein linearer Isomorphismus genau dann wenn det(ϕ) 6= 0. (Hinweis: Falls
ϕ kein Isomorphismus ist, existiert ein e1 6= 0 mit ϕ(e1) = 0. Ergänze e1 zu einer
Basis {e1, . . . , en} von E und berechne ϕ∗ω(e1, . . . , en)).

35. Zeige: für glatte Funktionen aij sind folgende Aussagen äquivalent:

(i) d(
∑

i<j aij dx
i ∧ dxj) = 0.

(ii)
∂aij

∂xk − ∂aik

∂xj +
∂ajk

∂xi = 0 für alle i < j < k.


