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Ubungen zur Einfithrung in die Lineare Algebra und Geometrie (2)

Sommer-Semester 2008, K. Auinger

a1l a2 ais
Seien a1 = as1 |, a9 = az |, a3 = ags |; zeige, dass fiir das Spatprodukt
a3l a32 az3

(10203 = 11022033 + (12023031 + 013021032 — 413022031 — 011023032 — 412021033

gilt.

Zeige, dass sich die allgemeine Losung eines linearen Gleichungssystems nicht dndert, wenn

(a) eine Gleichung mit einer Konstanten # 0 multipliziert wird;
(b) eine Gleichung zu einer anderen addiert wird.

Bringe die folgenden Matrizen auf reduzierte Zeilenstufenform:

5 9 ] 1 0 2 -1 1 2 3 4 1 2
9 o9 9 3 21 0 2 4 25 12 13
5 0 ?’) ’ 2 42 1| o 0o o0 o0 || 11 16
! -1 10 0 -1 -2 -3 1 10 9
Finde die allgemeine Losung der folgenden linearen Gleichungssysteme:
r — X3 + x3 — Ty + x5 = 1 r1 — 2x9 +
2r1 — 9 + 3x3 + dxs; = 2 2r1 — To —
3r1 — 2x9 4+ 23 + x4 + x5 = 1 — 3x9 +
— 39 — x3 — 34 + x5 = 0 3r1 + 2x9 +
Dasselbe fiir:
21 + txe + (1—}—2‘)1:3 = 1
r1 — 2x9 + ixzg = 0
—iry + x2 — (2—i)zz = 1
Dasselbe fiir:
6:61 * T2+ T3 = —4 r1 — QI‘Q + 3$3 — T4
1 + 210 + w3 = -1
2r1 + w12 — w3 — 214
2561 - 31‘2 - r3 = 0
—x1 — Txo — 2x3 = 7 Bryg — xy = m
! 3r1 + 229 4+ 4dx3 + Hxg
T1 —  Ta = 1

3 4 5
14 5 6
15 6 7
8 7 8
3rs — 4dxy = -2
r3 — x4 = 12
r3 -+ T4 = 3
4drs + dSxy = 10
= =2
= 12
= -3
= 10

Fiir einen beliebigen Korper K seien A\, u € K und A, B, C seien beliebige Matrizen uber K.
Zeige die folgenden Gesetze (wobei “=" stets so zu verstehen ist, dass eine Seite genau dann
definiert ist, wenn die andere definiert ist, und die beiden Seiten in diesem Fall {ibereinstimmen):

(a) AM(A+B) = A+ AB, A+ pu)A =M+ uA
(b) A(B+C) = AB+ AC, (A+ B)C = AC + BC
(¢) (\M)B = A(AB) = A(AB)

Bestimme A2, A3, A*, AB, BA fiir:

1 -1 1 2
(a)A:<1 1)undB:<_11)
0 -1 2 0
(b)A—<1 0)undB—<01>
01 2 2 00
©A=[001|wdB=[01 0
0 0 3 00 3
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Finde 2 x 2-Matrizen A, B iiber Q, soda8l (A+ B)? # A%+ 2AB+ B? gilt. Finde eine notwendige
und hinreichende Bedingung fiir die Gleichheit.

Zeige: in jedem Vektorraum V {iber dem Korper K gilt: (—c)u = ¢(—u) = —(cu) fiir alle c € K
und u € V.

Welche der folgenden Teilmengen von R? bilden einen Teilraum?
(a) {(z1,22) | z1 = 0}
(b) {( ) | 21 = 25}
(c) {(z1,22) | 22 = 0}
(d) {(z1,22) | 2122 = 0}
(e) {(z1,22) | x122 =1}
Dasselbe fiir R? (z = (21, 22, 23)):
(a) {z | z1+ 22 =23}
(b) {z |z =2}
(c) {z| 2%+ a3 =23}
Dasselbe fiir P2 (Menge aller Polynomfunktionen R — R mit Grad hochstens 2):
(a) Menge aller Polynomfunktionen vom Grad genau 2
(b) Menge aller p € P2 mit p(0) =0
(c) Menge aller p € P, mit p(0) =1
Seien U und W Teilrdume eines Vektorraums V; zeige: U U W ist genau dann ein Teilraum,
wenn U C W oder W C U gilt.
Wird P, von den folgenden Polynomfunktionen aufgespannt?
(a) 1, 1+a, 1+2+2a?
(b) 2 —2, 243, 2%+ 22 +5.
Sind die folgenden Vektoren im R? linear unabhiingig oder abhiingig? Bilden sie eine Basis?
(a) 2= (1,0,1), y = (0,1,0)
(b) L= (17 170)7 Y= (17 1, 1)7 = (0707 1)
(C) L= (17 _170)7 Y= (17 1, _1)1 Z = (ana 1)
Dasselbe fiir Ps:
(a) 22 +3z+ 1,22+ 3,2
(b) 32% + 4z — 3, 62 + 4, 6.
Welche der folgenden Mengen bildet eine Basis fiir P37
(a) {1,z,2% 2%}
() {z®+ 1,22 + 22 + 1,23 — 22, 2% + v + 2}.
Erginze die Vektoren (1,2,1) und (2,3, 1) zu einer Basis von R3.

Seien vy, ve, v3 Elemente eines Vektorraumes; zeige: {v1, v2,v3} ist genau dann linear unabhéngig,
wenn {v; + v9,v1 + v3,v2 + v3} linear unabhéngig ist.

Bestimme die Dimension des Teilraums von R*, der von z = (1,2, -1,3), y = (2,1,3,—2) und
z = (—1,4,-9,13) aufgespannt wird.

Fiir die Teilrdume U = [(1,0,1,2),(1,1,2,4),(2,1,3,6)] und W =[(-1,2,1,2),(1,—1,1,1)] von
R* berechne dim(U NW) und dim(U + W).

Bestimme alle Teilriume von R3.

Zeige: die Elemente 1,v/2, /3 € R sind linear unabhiingig iiber Q.

Sei P = {2,3,5,...} die Menge aller Primzahlen. Zeige: die Menge {logp | p € P} C R ist
linear unabhéangig iiber Q.



