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Es sei r: I —]0,00[ eine C''-Funktion auf dem offenen Intervall 7 C R und
M = {(r(t) cos(s),r(t)sin(s),t) |t € I,0 < s < 27}

die vom entsprechenden Kurvenbild C := {(r(¢),t) | t € I} in der (x, z)-Ebene erzeugte
Rotationsfliche. Zeigen Sie, dass M eine zweidimensionale Teilmannigfaltigkeit des R? ist.
Geben Sie eine Basis der Tangentialebene T, M fiir a = (r(t) cos(s),r(t) sin(s),t) € M an.

Beschreiben Sie den Zylinder aus Aufgabe nun als regulére C'>°- Nullstellenmenge
und daraus auch die Tangentialebene an einem beliebigen Punkt mit einer Basis dafiir.

Weisen Sie nach, dass H := {(z,y,2) € R® | 2> + y* = 1 + 2?} als regulire Null-
stellenmenge eine zweidimensionale C'*°-Teilmannigfaltigkeit ist und beschreiben Sie dieses
einschalige Hyperboloid H auch als Rotationsfliche wie in . Zeigen Sie, dass durch
jeden Punkt von H zwei Geraden verlaufen, die in H enthalten sind.

Beschreiben Sie die Gruppe der orthogonalen (n x n)-Matrizen O(n) als regulére
C*°- Nullstellenmenge einer geeigneten Abbildung F': M, (R) — S,(R), wobei S,(R) =
R™"+1)/2 den Vektorraum der symmetrischen (n x n)-Matrizen bezeichnet. Welche Dimen-
sion hat also O(n)? Bestimmen Sie den Tangentialraum 7;0(n) an der Identitéat I € O(n).

Beschreiben Sie den Torus aus 2.4(6) der VO als regulére C*°-Nullstellenmenge in
einer geeigneten offenen Teilmenge des R3.

Eine geometrische Argumentation fiir die Existenz von Lagrange-Multiplikatoren: Sei
U C R" offen und f € C*(U,R). Weiters sei die (n — r)-dimensionale Teilmannigfaltigkeit
M ={x € U] gi(z) =0,...,9.(x) = 0} als regulére Nullstellenmenge gegeben — M
modelliert hier die Nebenbedingungen. Zeigen Sie: Besitzt f|y; ein lokales Extremum in
a € M, soist Df(a) € span{Dg(a),...,Dg.(a)}; d.h. also es gibt Aj,..., A, € R, eben
die Lagrange-Multiplikatoren, sodass

Df(a) =X -Dgi(a)+---+ A\ - Dg,(a).

Gehen Sie so vor, dass Sie zunéchst T,M C ker Df(a) zeigen. Fiir den Beweisabschluss
diirfen Sie folgendes Lemmal! aus der Linearen Algebra verwenden: Sei V' ein R-Vektorraum
und I, ly, ..., € L(V,R) = V* dann gilt: [ € span{l;,...,l.} <= ﬂ;:1 kerl; C kerl.

Bemerkung: Mit nur ein bisschen mehr Arbeit konnen auch die bekannten hinreichenden Kriterien
mit Hilfe einer geeignet zu definierenden Hesse-Matrix von f — eigentlich eine quadratische Form
— auf dem Tangentialraum T, M formuliert werden (siehe z.B. Abschnitt 3.3. im Buch Finfihrung
in die Analysis 8 von Rolf Walter).

!Die Richtung = ist offensichtlich und fiir die Riickrichtung kann ein Beweis so laufen: Wir defi-
nieren auf dem Teilraum W := {(I1(v),...,l.(v)) | v € V} C R” ein lineares Funktional durch
po(l1(v), ..., 1-(v)) :=1(v) (gerade wegen der angenommenen Eigenschaft der Kerne ist diese Definition maglich) und dehnen
to dann zu einem linearen Funktional p € L(R",R) aus; fiir Letzteres gibt es (A,...,\.) € R",
sodass p(z1,...,2.) = Z;Zl Ajz; fir alle (z1,...,2,) € R"; speziell also fiir jedes v € V somit

1) = po(la (v), .+, (V) = (2 (v), - 1 (v) = 35—y Al (v)-



