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Gegeben sei eine eindimensionale Teilmannigfaltigkeit M C R”, die auch als Bild
M = ¢(I) unter einer reguliir parametrisierten C'-Kurve c: I — R™ auftritt. Begriinden Sie
mit Hilfe von Abschnitt 1.5 der VO, warum M orientierbar ist und eine Orientierung von M
gerade der Wahl eines Durchlaufsinns der Kurve entspricht. (Zusammen mit einem Resultat,
dass eindimensionale zusammenhéngende Teilmannigfaltigkeiten [ohne Rand| diffeomorph zu |0, 1]
oder S! sind, kénnen wir mit Satz 3.6 der VO schlieRen, dass jede solche auch orientierbar ist.)

Begriinden Sie kurz, warum M := {(z,y,2) € R® | 2 = zy} eine 2-dimensionale
Teilmannigfaltigkeit des R? ist. Geben Sie dann in einer geeigneten Parametrisierung
u: R? — R3 wie in 3.7 der VO beschrieben ein glatte Abbildung v: R? — R? mit
v(z,y) L TywyM an, aus der Sie durch Normierung ein Einheitsnormalenfeld 7 auf M
gewinnen. Wéhlen Sie die Orientierung auf M so, dass die Flachennormale 77(0) im Punkt
0 € M gerade e3 ergibt.

In den folgenden beiden Aufgaben verwenden wir weiterhin M aus der vorigen Aufgabe und
versehen die Flache auch mit der dort angegebenen Orientierung. Wir berechnen nun auf
zwei Arten das Integral [, w iiber das Kompaktum K := {(z,y,2) € M | |z| < 1,]y| < 1}
fiir die 2-Form w = xzdx A dy + (22 + y*)de AN dz + 3z dy A dz:

Variante 1: Finden Sie eine geeignete Parametrisierung u: U — R?® mit K C u(U)
und gehen Sie direkt nach Definition vor, indem Sie also fu,l (K) u*w berechnen.

Variante 2: Finden Sie das Vektorfeld Z: R — R? mit der Eigenschaft w = Z und
verwenden Sie die Methode aus 3.7 der VO, d.h. [, w = [,.(Z,7)vol.

Die beiden folgenden Aufgaben sind selbstverstdndlich streng genommen ,,jeweils zur Hélfte un-
notige Verifikationen®, sobald der allgemeinere Satz von Stokes fiir Teilmannigfaltigkeiten mit
Rand oder die klassischen Integralsiatze zur Verfiigung stehen. In der VO kommt dies aber erst
so spét dran, dass es sich fiir die PS-Aufgaben nicht mehr gut ausginge, und wir wollen ja for-
mal gar nicht davon ausgehen, dass Sie diese Sdtze schon aus anderen Zusammenhéngen kennen.
AuRerdem ist der Ubungseffekt durch Berechnungen auf verschiedene Arten wiinschenswert.

Wir betrachten S? C R? mit der Orientierung geméf dukerem Einheitsnormalenfeld,
das Kompaktum K := {(z,y,2) € S? | 2 > 1/+/2} und die 1-Form o = —ydz + = dy.

(a) Berechnen Sie [ da.
(b) Berechnen Sie das Kurvenintegral [ o fiir c(t) = (cost,sint, 1)/v/2 (t € [0, 2n]).

Wir betrachten die 2-Form w = 2z dx Ady —y dx Adz + x dy A dz auf R3 und die Menge
K = {(z,y,2) € R® | 2% + y* + 2* < 1} als Kompaktum in der Teilmannigfaltigkeit R?
von R3 mit Standardorientierung.

(a) Berechnen Sie [ dw.

(b) Berechnen Sie [, w, wobei S? mittels duferem Einheitsnormalenfeld orientiert sei. Hier
kénnen Sie ruhig z.B. ,in einem Gang®* iiber sphérische Koordinaten integrieren, weil wir
wegen Beschrianktheit aller auftretenden Komponentenfunktionen und Pullbacks jedenfalls
Lebesgue-Nullmengen ignorieren diirfen.



