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Blatt 9

Rechnen Sie folgende Eigenschaften des Warmeleitungskerns I'(z,t) = op(llel*/(41)

(4mt)n/2
fijr:cGR"undt>Onach (a) ' = AI' =0 und
b) [en T(z,t)dz =1, d.h. 2 +— ['(x,t) ist eine Wahrscheinlichkeitsdichte auf R™

Verwenden Sie die Losungsformel mittels Wéarmeleitungskern fiir das eindimensionale
homogene Anfangswertproblem dyu — 0*u = 0 (x € R, t > 0), u(z,0) = up(z) und zeigen
Sie: Fiir die Anfangsdaten ug(x) = e~ konnen wir die Losung sogar explizit berechnen.
(Dies ist eher ein sehr untypischer Gliicksfall; meist sind wir auf qualitative Analyse angewiesen).

Fir die folgenden beiden Aufgaben bezeichne I' weiterhin den Wérmeleitungskern und
ug(x) :=T(x,t) fir z € R*, ¢ > 0.

Aus der VO kénnen wir @; explizit angeben und leicht sehen, dass th%%r Wy (y) = (2m) "2
—
fiir jedes y € R™ gilt. Begriinden Sie nun zusétzlich, dass tlir& @, = (27)™™? im Sinne der
%
(temperierten) Distributionen gilt, d.h. tlir& Jer W)Y (y) dy = [ (27) 724 (y) dy fiir jede
—>

(rasch fallende) Testfunktion ¢ auf R™. Indem wir jetzt noch eine passende Stetigkeit der
inversen Fouriertransformation F~1: %/(R") — .%’/(R") annehmen (was gerechtfertigt ist!),
folgern Sie daraus u; — 0o (t — 0+).

Begriinden Sie tli%}r u; = dp nun auch durch direkte Rechnung, d.h. indem Sie (nach
—
geeigneter Substitution) tlir& Jan w(x)p(2) dz = ¢(0) nachweisen fiir jede Testfunktion ¢.
—

Wir nehmen an, dass h auf dem beschriankten Gebiet 2 C R" eine Eigenfunktion von
—A zum FEigenwert A\ > 0 mit Randwert 0 ist. Rechnen Sie nach:

(a) Die Funktion u(z,t) := e *h(x) 16st das Anfangsrandwertproblem fiir dyu — Au = 0
mit v = 0 auf 9Q x [0, 0o und u(z,0) = h(x ) (x € Q)

(b) Fiir beliebiges f € C([0,00]) 16st v(x,t) fo )e M%) ds)h(z) das Anfangsrand-
wertproblem fiir dyv(z,t) — Av(z,t) = h(x )f( ) mit v = 0 auf 02 x [0, co[ und v(z,0) = 0.

(Zum Kontext: In der VO wird allgemeiner die Losung des Anfangsrandwertproblems durch
einen Reihenansatz mit Eigenfunktionen fiir —A diskutiert.)

Bestimmen Sie die Losung u von
(%) Oyu — Oou— Oju = 0 in R*x]0,00[, u(z,y,0) = xy?,

indem Sie zunéchst die Funktionen v := 0,02u und w := d2u betrachten: Welche verwand-
ten Probleme werden von v und w gel6st? Warum folgt daraus, dass v konstant gleich 2
und w = 0 sein muss? Wie kénnen Sie mit diesem Wissen dann mittels () die Funktion u
komplett bestimmen?



