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Berechnen Sie direkt gemif Definition die Fouriertransformierte von u(z) = el
(x € R, a > 0). Inwiefern passt das mit dem Ergebnis eines Beispiels zu den Anwendungen
des Residuensatzes aus dem VO-Teil iiber Komplexe Analysis zusammen?

(a) Sei u € L'(R"), A eine invertierbare reelle (n x n)-Matrix und v(z) = u(Ax).
Zeigen Sie, dass dann fiir jedes y € R" folgende Relation gilt:

) = oy 2477,

(b) Schlieften Sie mit Hilfe von (a), dass die Fouriertransformierte einer radialsymmetri-
schen! Funktion ebenfalls diese Eigenschaft hat.

Hier bezeichne ¢ ein Polynom.

(a) Begriinden Sie, warum u(z) := q(z)e™*/? (x € R) eine rasch fallende Funktion auf R
definiert, also ein Element von .7 (R) ist.

(b) Ist ¢(x) = ap+ a1x + ...+ aa™, dann kénnen wir den gewthnlichen linearen Differen-
tialoperator q(z’%)f = aof + arif + ... ani™f™ betrachten. Zeigen Sie, dass dann fiir

die Funktion u aus (a) die Relation u(y) = q(i%)eﬂﬁ/2 gilt.

Fiir w > 0 betrachten wir die Funktion u: R — C, die gegeben ist durch u(t) = 0 fir
t < 0 und u(t) = e~e™! fiir t > 0. Wir konnen u (bzw. jeweils den Real- und Imaginirteil
davon) als zeitlich verlaufendes Signal auffassen, das bei ¢t = 0 einsetzt und dann einer ge-
dampften Schwingung mit Frequenz w entspricht. Berechnen Sie die Fouriertransformierte
u und verifzieren Sie, dass diese beschrankt und stetig ist, im Unendlichen gegen 0 geht
und 7 — |u(7)| sein Maximum bei 7 = w annimmt.

Berechnen und skizzieren Sie die Funktion v := u % u, wobei u € L'(R) gegeben ist
durch u(x) =1 fiir |z] < 1/2 und u(x) = 0 fiir |z| > 1/2. Berechnen Sie auch .

Schliefen /wiederholen Sie zunéchst aus einem Beispiel in der VO: Die Funktion v =

siny

sinc, also v(y) = , ist gerade die Fouriertransformierte von u € L'(R) mit u(z) = /m/2
fiir |x| < 1, u(x) = 0 fiir |x| > 1. Die Funktion v ist zwar nicht (absolut) integrierbar tiber R,
gehort aber zu L?(R). Begriinden Sie Letzteres und bestimmen Sie ||v||, mit Hilfe geeigneter
Eigenschaften der Fouriertransformation. Leiten Sie daraus auch einen konkreten Wert fiir

das Integral [~ Slz# dy ab.

Bemerkung: Wegen Fu = v ist nach dem Satz von Plancherel im L2-Sinne auch v = F~'v, aber
wegen v € L' wire diese zweite Relation nicht elementar durch die iibliche direkte Integralformel
berechenbar, sondern z.B. als Grenzwert von Fourierintegralen iiber approximierende Funktionen
aus . wie im Beweis des Satzes von Plancherel.

'D.h. urspriinglich, dass die Funktionswerte nur vom Radius abhingen; #quivalent dazu ist die Invarianz
unter orthogonalen Transformationen der Koordinaten.



