PUE Analysis fiir Physikersinnen III WS 24/25
Blatt 3

Zeigen Sie fiir beliebige reelle x und y die Relationen

cos(iy) = cosh(y), sin(iy) = isinh(y), sin(x + iy) = sinz coshy + i cos x sinh y.

In den folgenden beiden Aufgaben diskutieren wir — wie in der VO besprochen — die bei-
den Zweige der Quadratwurzel in der geschlitzten Ebene C~, also holomorphe Funktionen
fi, fo: C~ — C mit der Eigenschaft fi(2)?> = z = fy(2)? fiir alle 2 € C™. In diesem Sinne

gilt mit 1/z := f1(2) oder \/z := fo(2) also stets (/2)? = 2.
(a) Geben Sie konkrete Formeln fiir f; und f, mittels Polarkoordinaten an. (Es ist
giinstig, fo mit Hilfe des ersten Nebenzweiges log z + 27i des Logarithmus darzustellen.)

(b) Begriinden Sie, warum f; und f» die einzigen Méglichkeiten fiir eine holomorphe Qua-
dratwurzel auf C~ darstellen.

Wie steht es eigentlich um die Giiltigkeit einer Formel f;(2%) = z, also formal v/22 = 2,
in Abhingigkeit von j und der Lage von 22 bzgl. C~?

Anwendungen der Cauchyschen Integralformel fiir Kreise:

(a) Was ergibt sich daraus jeweils fiir den Funktionswert im Kreismittelpunkt?
(Sogenannte Mittelwerteigenschaft.)
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(b) Wie kann die Formel z.B. bei der bequemen Auswertung von / % helfen?
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Wir nehmen hierbei an, dass r > 2 ist. (Hinweis: e = 3(5 — 253)-)

(a) Wir suchen eine holomorphe Funktion f: C — C mit Re f(z +1iy) = 2* — y*. Gibt

es so eine? Wenn ja, konnen Sie alle angeben?

(b) Berechnen Sie mit den Funktionen aus (a) das Integral / Jlw) fur |z] < 1.
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Begriinden Sie, warum f: C\ {—1} — C\ {1} mit f(z) := (2 —1)/(z+ 1) holomorph
und bijektiv ist. Bestimmen Sie die Umkehrfunktion g := f~!. Ist diese holomorph auf
C \ {1}? Geben Sie die Potenzreihenentwicklungen (und Konvergenzradien) von f und g
mit Entwicklungspunkt zp = 0 an.



