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(a) Zeigen Sie: Fiir Vektoren v und v in einem Hilbertraum®H gilt stets die sogenannte
Parallelogrammregel ||u + v|* + |lu — v[|* = 2||u* + 2||v]|*.

(b) Beschreiben Sie das orthogonale Komplement des (abgeschlossenen) Teilraumes M
aller Folgen x = (w1, x5, 23,...) € [*> mit der Eigenschaft zo; = 0 (I € N). Geben Sie die
Zerlegung z = x + y gemif 1> = M @ M~ fiir jedes z € [? konkret an.

Sei H ein Hilbertraum, v € H und (uy,)nen eine Folge in H. Begriinden Sie:
(a) aus u, — w in H folgt (u,,v) — (u,v) (n — oo) fiir jedes v € H,

(b) in [? gibt es Beispiele dafiir, dass die Umkehrung in (a) im Allgemeinen nicht stimmt.

Sei ‘H ein Hilbertraum und u,v € H. Begriinden Sie:
ulv <= |ul <|Ju— | fir alle A € C.

Im Hilbertraum L?*([—1,1]) betrachten wir die Funktionen f und g mit f(z) := =
und g(z) := x? sowie den davon aufgespannten 2-dimensionalen Teilraum V' = span {f, g}.
Geben Sie eine Formel fiir die Orthogonalprojektion P von L*([—1,1]) auf V an.

(a) Geben Sie im Folgenraum [? fiir beliebiges n € N die Orthogonalprojektion P, auf
V, :=span{e; | j =1,...,n} an. Begriinden Sie, warum P,z — x in [ fiir n — oo gilt.
(b) Fiir den Linksshift L und den Rechtsshift R auf [? zeigen Sie: R* = L, L* = R und
LR =1, aber RL # I.

Bezeichne F die Fouriertransformation auf L?(R), @ den Ortsoperator und P den
Impulsoperator (beide definiert zumindest auf dem dichten Teilraum .#(R) C L*(R)).
Durch welche Relationen sind diese drei Operatoren verbunden? In welcher Relation stehen
die Erwartungswerte von @) bzw. P in den Zustidnden ¢ und ¢ fiir ¢ € .(R) mit ||| = 17



