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Vorwort

Diese Vorlesungsnotizen orientieren sich in ihrer Stoffauswahl mdoglichst getreu an den im
Modul ANA III beschriebenen Inhalten aus dem Curriculum fiir das Bachelorstudium Physik
(Version 2018). Aufbau und Stil wiederum sind bewusst sehr stark angelehnt an entsprechende
Abschnitte in Kapitel VII aus [FK1] und in Kapiteln III-VI aus [FK2], weil ich diese Biicher
sehr schétze und als ,,BackUp“ bzw. zur Vertiefung der Konzepte nur empfehlen kann.

Im Hinblick auf die Menge an vorgegebenen Begriffen, Methoden und Inhalten machen
wir natiirlich starke Kompromisse in Sachen Beweise oder Beweisskizzen, die iibrigens mit
Fortschreiten im Material zunehmend ausgediinnt sind und gegen Ende ganz verschwinden.
Oft werden sogar Konzepte nur kursorisch als Grundlage fiir das operative Anwenden der
Begriffe und der wesentlichen Methoden behandelt — in der Hoffnung, dass zumindest ein
Grundverstiandnis auch etwas eigene Flexibilitét in der spateren Anwendung (also nach diesem
Semester) erlaubt. Wie wahrscheinlich meistens in theoretischen Vorlesungen empfunden,
kommen vielleicht vielen Studierenden zu wenige im Detail ausgefiihrte Rechenbeispiele
vor, weil eben die prazise Beschreibung der Konzepte allein schon viel Raum (und Zeit zur
sVerdauung®) braucht. Ich darf daher noch stérker auf die von mir bewusst angelegte enge
inhaltliche Kopplung mit den parallel angebotenen priifungsvorbereitenden Ubungen hinweisen.

Gunther Hormann
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Teil A

Komplexe Analysis






1. Grundlagen der Komplexen Analysis

1.1. Wiederholung — Betrag und Topologie der komplexen Zahlen: Wir erinnern
daran, dass die Menge der komplexen Zahlen C durch den Betrag |z + iy| := /22 + y? als
normierter Vektorraum geometrisch genau wie R? aufgefasst werden kann und somit dieselben
topologischen Eigenschaften und Begriffe fiir Teilmengen erbt, z.B. offen, abgeschlossen,
beschréinkt, (weg)zusammenhingend oder kompakt zu sein, und Konvergenz einer Folge
(2n)nen von komplexen Zahlen z, € C gegen zp € C bedeutet gerade |z, — zo| — 0 fiir n — oo.

Fiir die Betragsfunktion |.|: C — R gelten die Rechenregeln
|z| > |Rez|, |z|>|Imz|, |z -w|=|z| |w| (z,weC),
woraus sich auch bequem fiir komplexe Folgen (z,)nen, (Wn)neny und 2o, wy € C zeigen ldsst:

lim z, =20inC <= lim Rez, = Rezy und lim Rez, = Rezyin R.
n—oo n—oo n—oo
Ebenso elementar ist der Nachweis dieser Aussage: Aus lim, o 2n = 20, liMp—00 Wy = Wy
und «, B € C folgt stets
Zn 20

T}Lr]go(azn + fwy) = azp + ﬁwg,nlLH;O ZpWy, = Zowp und nILngO o = w0’ falls wq # 0, w, # 0.

Unter einem Gebiet €2 in der komplexen Zahlenebene verstehen wir eine nichtleere offene
wegzusammenhéngende Teilmenge 2 C C.

Im Detail heiit dies also: (a) Q # (), (b) fiir jeden Punkt Y

zg € () gibt es einen Radius r > 0, sodass die offene

Kreisscheibe
z
K (20):={2€C||z— 2| <r}

Q

zur Génze in 2 enthalten ist, und (c) konnen je zwei ) x
beliebige Punkte z,w € €2 durch einen stetigen Weg /
verbunden werden (d.h. es gibt ein Intervall [a,b] C R und

eine stetige Abbildung ~: [a,b] = Q mit v(a) = z und ~(b) = w

w).

Insbesondere ist jede offene Kreisscheibe K (zg) selbst ein Gebiet. Gleichzeitig ist K, (zg) eine
Standardumgebung des Punktes zy, die oft auch mit U, (z9) bezeichnet wird. Die Konvergenz
einer Folge (z,) gegen 2o in C bedeutet bekanntlich geometrisch ja gerade, dass fur jedes e > 0
ein Index N € N existiert, sodass z, € U-(zp) fiir jedes n > N gilt.



1.2. Wiederholung — Potenzreihen und Konvergenzradius im Komplexen: Fiir eine
komplexe Folge (ap)nen, und zp € C ist

o0

Z Z—Zo

eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt zp und Koeffizientenfolge (a,). Zu jeder Potenzreihe
gibt es den Konvergenzradius 0 < R < oo, wobei R = 0 bedeutet, dass die Potenzeihe fir kein
z # 7y konvergiert, wihrend R = oo bedeutet, dass die Potenzreihe fiir jedes z € C konvergiert,
und fiir 0 < R < oo gilt Folgendes:

Die Potenzreihe konvergiert fiir jedes z € Kgr(zp), d.h.

|z — 20| < R, und divergiert fiir jedes z € C\ Kg(z20), konvergent

d.h. |z — 20| > R; fiir z € C mit |z — 29| = R, also Zo

Randpunkte von Kpr(zp), kann keine allgemeine Aussage Q di ;
getroffen werden (hier sind spezifische Untersuchungen tvergen

in konkreten Féllen notig).

Die Konvergenz der Potenzreihe ist absolut fiir jedes z € C mit |z — 29| < R, d.h. die Reihe
Yoo lan]|z — z0|™ konvergiert in diesem Fall.

Fir jedes 0 < r < R ist die Konvergenz der Potenzreihe gleichmdflig auf der abgeschlossenen
Kreisscheibe K, (z9) = {z € C | |z — 20| < r}, d.h. die Funktionenfolge (Sm)men, mit
sm(z) == > an(z — 20)" konvergiert gleichméBig fiir z € K, (2p).

Fiir die konkrete Berechnung des Konvergenzradius R einer Potenzreihe Y o2 an(z — 20)"
helfen Vergleiche mit der reellen Reihe Y |a,|r™ in Abhéngigkeit von 7 > 0, weil R sich als
Supremum tber alle r ergibt, fir die wir Konvergenz erhalten.

(i) Falls a, # O fiir fast alle n gilt (also ab einem gewissen Index), konnen wir den Quotien-
tentest anwenden. Fiir diesen untersuchen wir |a,41|r" ™!/ (|a,|r™) = r'ci”'ll und nehmen der

Einfachheit halber an, dass o := lim,,—so la |Z+|1| existiert. Dann garantiert der Quotiententest

Konvergenz, falls ra < 1 gilt, und Divergenz im Falle ro > 1. In Folge bekommen wir R = 1/«
und zwar mit der Lesart R = 0 fiir & = oo und R = oo fiir a = 0. Etwas direkter ausgedriickt

kommen wir mittels 1/a = lim, |a|ai|1| zur Formel
n

(1.1) R= lim

wobei wir R = oo setzen, falls die Folge auf der rechten Seite bestimmt divergent ist.

(ii) Um den Wurzeltest anzuwenden untersuchen wir (|a,|r™)"/" = r|a,|'/" und setzen nun
« = lim sup |an\1/ ™. Wir erhalten wieder Konvergenz, falls ra < 1 gilt, und Divergenz im Falle
ra > 1. Daraus folgern wir die Giiltigkeit der sogenannten Hadamard-Formel

1

1.2 S

(1.2) lim sup |ay, |1/™
wobei wir R = oo im Falle lim sup |a,|'"/" = 0 setzen und R = 0, falls lim sup |a,|"/" = co.
(iii) Mittels der Formel in (ii) sehen wir: Falls |b,| = |a,| fir fast alle n gilt, dann hat die

Potenzreihe mit Koeffizientenfolge (b,) den gleichen Konvergenzradius R.



Beispiel: Wir betrachten > >, %z”, also 20 = 0, ag = 0 und a, = (=1)""1/n (n > 1).
Beide Formeln fiir den Konvergenzradius sind hier sehr rasch anwendbar, weil |a,|/|ap+1| =
(n+1)/n— 1 baw. |a,|"/" = 1/n'/™ = 1 fiir n — oo gilt. Also ist R = 1 und die Potenzreihe
konvergiert auf der offenen Einheitskreisscheibe K(0), wihrend wir Divergenz fiir alle z € C

mit |z| > 1 garantieren kénnen.

Was die Randpunkte von K7(0), also die Punkte auf dem Einheitskreis S := {z € C | |z| = 1},
betrifft, ergibt sich ein gemischtes Bild: Fiir z = 1 erhalten wir mit > 72 ; (713:_1 eine Reihe, die
nach dem Leibniz-Kriterium konvergent ist, wihrend sich fiir z = —1 gerade — > 2 % = —00
aus der Divergenz der harmonischen Reihe ergibt. (Es ldsst sich iibrigens zeigen, dass diese
Potenzreihe fiir keinen Randpunkt z # 1 konvergiert; vgl. etwa Aufgabe 2 in Abschnitt 4.2 von [RS1].)

Fiir reelles z €] — 1,1] ist Thnen die Reihe > 72 (717):_133” wohl schon als Taylorreihe der
Funktion f: z ~ log(l + =) bekannt. Aus den spéter folgenden Resultaten iiber analyti-
sche Funktionen ergibt sich, dass durch die Potenzreihe > 2 1) "2 eine entsprechende
Fortsetzung der Funktion f auf das komplexe Gebiet K(0) _] 1 , 1] gegeben ist.

1.3. Wiederholung — Grenzwerte und Stetigkeit von Funktionen im Komplexen:
Ist Q C C ein Gebiet, zp € Q und eine Funktion f: Q\ {20} — C gegeben, dann sagen wir,
f(2) habe fir z — zp den Grenzwert w, und schreiben
g, 1) =w,

falls f(zn) — w gilt fir jede Folge (z,) in 2\ {20} mit 2z, — 2. Falls nun f auch in 2y definiert
ist, dann gewinnen wir daraus ein Kriterium fiir die Stetigkeit von f bei zg, ndmlich durch die
Bedingung

lim f(z) = f(z0).

zZ—20

Natiirlich folgt im Falle lim,_,., f(z) = w auch speziell fiir Anndherungen zp + h (h € R)
parallel zur reellen Achse limy, g f(20+h) = 1 bzw. fir zo+ih (h € R) parallel zur imaginéren
Achse limy,_,0 f(z0 + ih) = w.

z

Beispiele: 1) ling) € = 1, denn die bekannte Reihendarstellung e* = 72 5 %7 hefert sofort
z— z
=1 =30 E =y " und somit fiir |z| <1/2 (was fiir z — 0 ohnehin e1ntr1tt)
zZ_1 oo _n—1 oo n—1
L —1\—! -5
z n!
n=2

’n? 1

—HZ JZlZ\Zl"*Q:lZl' H_\Zl 2-0 (z2—0).
n! n=2

2) Ist > 02 g an(z — 20)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0, dann kénnen wir die
Funktion f: Kr(z9) — C durch

0o
Z an(z — 2z9)"
n=0



definieren. Wir erhalten also f als Limes (zunédchst punktweise) der Partialsummenfolge
fm(2) == >0 an(z — z0)™ und wissen aus 1.2, dass f,, auf jeder kompakten Kreisscheibe
K, (20) € Kr(zp) mit 0 < r < R gleichmafig gegen f konvergiert. Jedes f,, ist als
Polynomfunktion stetig (auf ganz C) und somit ist f als gleichméfiger

Limes stetiger Funktionen selbst stetig. Zunéchst erhalten wir die

Stetigkeit auf jedem K, (z0) € Kr(z0) mit 0 < r < R, aber jeder Punkt

z1 € Kpg(z9) ist in so einer abgeschlossenen Kreisscheibe enthalten

(ndmlich fiir |21 — 20| < r < R) und daher folgt die Stetigkeit von f

auf ganz Kg(zp).

Aus den Eigenschaften fiir konvergente komplexe Folgen ergeben sich analoge Rechenregeln
fiir Grenzwerte von Funktionen: Fir «, 8 € C und lim,_,,, f(z) = w, lim,_,,, g(z) = u gilt

Jim (af(2) + B9(2)) = ow + fu, Jim £(2)a(z) = wu, Jim [£(2)] = ul
fz) _w

sowie Zli}ngo el = falls u # 0, g(z) # 0.

1.4. Komplexe Differenzierbarkeit: Sei {2 C C ein Gebiet und a € €. Eine Funktion
f:Q — C heilt komplex differenzierbar in a, falls

f'(a) = ﬁ(a) i L) = f(a)

dz z—a zZ—a

existiert. In diesem Fall heifit die Zahl f’(a) € C die Ableitung von f bei a. Ist f in jedem
Punkt a € © komplex differenzierbar, so heifit f (komplex) differenzierbar und dann ist durch
a — f'(a) die Ableitung(sfunktion) f’: Q — C definiert.

Die grundlegenden Eigenschaften der Ableitung folgen direkt aus jenen fiir Grenzwerte:
(a) Ist f: Q — C differenzierbar in a € 2, so ist f auch stetig in a.

(b) Sind f,g: 2 — C differenzierbar in a € Q und «, 8 € C beliebig, dann sind die Funktionen
af + Bg und fg differenzierbar in a, weiters auch f/g, falls g(a) # 0, und es gelten die iiblichen
Rechenregeln

(af +Bg)'(a) = af'(a) + Bg'(a), (f9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a)

(c) Sind ©; C C (j = 1,2) Gebiete, g: Q1 — C mit g(21) C Qy differenzierbar in a € Q; und
f: Q9 — C differenzierbar in g(a), dann ist f o g: Q) — C differenzierbar in a und es gilt die
Kettenregel

(f o 9)(a) = f'(g(a))g ().

Als elementarste Beispiele mit beliebig gegebenen Zahlen ag, a1, ...a, € C sind folgende
Funktionen C — C iiberall differenzierbar: Die konstante Funktion z — ag mit Ableitung



0, die lineare Abbildung z — a1z mit konstanter Ableitung a; und die Polynomfunktion
p: 2 ag+arz +agz? + ..+ 2™ mit p'(2) = ag + 2a22 + ... may 2™

Als Abbildung C \ {0} — C ist z — 1/z differenzierbar mit (1/2)" = —1/z2. Und z > €* ist
als Funktion C — C differenzierbar mit

w z w—=z U
eY —e e —1 e —1
/ . . .
(e*) = lim =e° lim ——— =¢° lim
w—z W — 2 w—z W -z u—0 u

1.5. Holomorphe Funktionen: Wir nennen! eine Funktion f: Q — C holomorph auf dem

Gebiet (2, falls sie komplex differenzierbar in jedem Punkt von €2 ist und die Ableitungsfunktion
z +— f'(2) stetig Q — C ist. Analog zu den Eigenschaften in 1.4 iibertrigt sich Holomorphie
auch auf Linearkombinationen, Produkte, Quotienten und Verkniipfungen von Funktionen.

Wir kénnen eine Funktion f: 2 — C stets punktweise mittels Real- und Imaginarteil aufspalten
in f(z +iy) = Re f(z + iy) + i Im f(x + iy) mit eindeutigen z,y € R fir z = x + iy € Q.
Wenn wir Q mittels {(z,y) € R? | z + iy € Q} auch als Teilmenge von R? auffassen, dann
konnen wir die reellwertigen Funktionen u,v:  — R definieren durch u(z,y) := Re f(z + iy),
v(z,y) :=Im f(z + 7y) und erhalten

flx+iy) =u(z,y) +iv(x,y) (x+iy € Q).

Nun lasst sich direkt ein Zuammenhang zwischen der Holomorphie von f mit der reellen
Differenzierbarkeit von u und v herstellen.

Satz: Die komplexe Funktion f ist genau dann holomorph, wenn beide Funktionen u und v
im Sinne der reellen Differentialrechnung C'-Funktionen sind, die zusitzlich auf © auch die
Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen

(1.3) Ogu=0yv und 0yv = —0yu
erfiillen. In diesem Fall gilt auflerdem

(1.4) f'(@ +iy) = Opu(@,y) +i0:v(z,y) = Oyv(@,y) —iOyu(z,y) (z+iy € Q).
Beweis: Die Beweisidee steckt in folgender Rechnung mit reellen partiellen Ableitungen

(1.5) Oyu(x,y) +i0v(z,y) = lim uw+hy) = ulz,y) +1i lim v(z+hy) = v(@,y)
h—0 h h—0 h

i fle+iy+h) — fle+iy) _ i f($+%y+lﬁ)—f(1?+l?/)
h—0 h ih—0 ih
7 \h—0 h h—0 h

= —iOyu(z,y) + Oyv(z,y).

Tm Vergleich zu Standard-Lehrbiichern der Komplexen Analysis bzw. Funktionentheorie verlangen wir hier
mit der Zusatzbedingung der Stetigkeit von z — f’(2) beim Begriff der Holomorphie zunéichst mehr als
iiblich. Es stellt sich dann aber im Rahmen der umfachreicheren Theorie heraus, dass jede auf ganz 2
komplex differenzierbare Funktion automatisch dort sogar unendlich oft komplex differenzierbar sein muss,
womit insbesondere die Stetigkeit der ersten Ableitung also implizit bereits gilt.



Falls f differenzierbar ist, sind beide Ausdriicke in der zweiten Zeile gleich f/(x + iy) und es
folgt weiterhin zwingend Ou(z,y) = dyv(x,y) und dyv(z,y) = —0yu(x,y), d.h. (1.3) sowie
auch Gleichung (1.4). Die Stetigkeit der partiellen Ableitungen 0,u, dyu, 9yv, 0yv folgt somit
aus der Stetigkeit von f’.

Nehmen wir andererseits an, u und v seinen beide C! und erfiillen (1.3). Dann folgt bei
Lesart fiir (1.5) jeweils von aulen nach innen in der zweiten Zeile also die Existenz und
Gleichheit der beiden Limiten fiir die Differenzenquotienten von f entlang reeller und rein
imaginédrer Strecken. Diesen gemeinsamen Wert bezeichnen wir zunéchst mit §(x + iy). Mit
z=x+idy und (r,s) € R?\ {(0,0)} mit hinreichend kleiner Norm erhalten wir auf Grund der
Differenzierbarkeit von v und v die Darstellung

fz4+r+is)— f(z)=ulx+r,y+s) —ulz,y) +i(v(x+r,y+s) —v(z,y))
= Opu(z,y)r + Oyu(z,y)s + g1(r, s) + i(Ozv(z, y)r + Oyv(z,y)s + g2(r, s))
lg1(r,5)|+g2(r,)|
Vrtts?
g(r+1is) == gi(r, s) + iga(r, s) setzen, dann gilt mittels w = r 4 is also lim,, ¢ ‘gl(;”')' =0 und
wir erhalten in obiger Gleichung

mit Fehlerfunktionen g; und ga, sodass lim,. (0,0 = 0 gilt. Wir konnen

[z +r+is) = f(2) = (Oru(z,y) +10z0(x,y)) 7 + (—i0yu(w,y)s + Oyv(x, y)) is + g(r + is)
B(z+iy) B(z+iy)
= B(x +iy)(r +is) + g(r + is).

Daraus folgt nun mit z = x + iy und w = r + is die komplexe Differenzierbarkeit von f bei z

o o) — 1 ) =)

w—0 w

= Bz +1y).

Diese Gleichung zeigt schliefilich auch die Stetigkeit von f’, weil geméa$ (1.5) z.B. f(x + iy) =
Oru(x,y) +i0,v(x, y) gilt und diese partiellen Ableitungen nach Voraussetzung stetig sind. [

1.6. Komplexe Kurvenintegrale: Es sei {2 C C ein Gebiet.

Fiir eine C1-Kurve t +— 2(t), die auf einem Intervall I C R definiert ist und in  verlduft,
d.h. z(¢t) € Q fiir alle ¢t € I, und eine holomorphe Funktion F': @ — C kénnen wir %(F(z(t))
einfach nach der Kettenregel berechnen, wofiir wir zwischendurch F(z+iy) = u(z,y)+iv(z,y)
und z(t) = z(t) + iy(t) setzen. Es ergibt sich

L (P (a(0) = S (ul(t),u(0) + i 0(a(0), y(1)
= D (1) (1)) (1) + (1) y(0)) 3(0) + i (Bu(e(t), y(1)) (1) + By (t). w(1)) (1))
—0zv(x(t),y(t)) Oz u(z(t),y(t))
= (@1 0,)(2(1), y(0) () + 1 Do+ ) (1), (1)) (1)
= @+ 10.0)((0) y(0)) - G+ 19)(0) = F((0) - 2(0),

also ist der Tangentialvektor der Kurve ¢t — F(z(t)), I — C, gegeben durch F'(z(t)) 2(t).



Wir weiten zuerst das Integral von stiickweise stetigen Funktionen iiber ein reelles Intervall
[a, b] auf den Fall komplexwertiger Funktionen g: [a,b] — C aus, indem wir einfach

/bg(t) dt .= /bReg(t) dt—i—i/blmg(t) dt

setzen. (Hier sollen also Re g und Im g stiickweise stetige Funktionen [a, b] — R sein.) Fiir das
Beispiel der obigen Situation mit g(t) := F’(2(t))Z(t) erhalten wir auf diese Art direkt

| =

b
(1.6) / F/(2(6))5(t) dt = / (F(z(t)) dt = F(2(b)) — F(2(a)).

a

=

t

Modelliert an der obigen Situation kénnen wir das kom-
plexe Kurvenintegral einer stetigen Funktion f: Q — C ~(b) Q
entlang einer stiickweise glatten Kurve ~v: [a,0] — C, —
v(t) = 2(t) = z(t) + iy(t), in Q, d.h. mit v([a,b]) C Q, \
definieren. Wir bemerken zunéchst, dass die Real- und

/ Re
Imaginérteile der Abbildung ¢ — f(2(t))2(¢t) stiickweise r’
stetig sind und setzen v(a)

b
(1.7) /f(z) dz ::/f(z(t))z’:(t) dt.
~y a

Wir erhalten unmittelbar die Eigenschaften der Linearitat (g: Q — C stetig und «, 5 € C)

[t + 80z dz=a [ 1z)dz+ 8 [ g(z)dz
il Y

5

sowie, im Falle |f(z(t))| < M fiir alle ¢ € [a, b], die grundlegende Abschéitzung

/f(z) dz
2

wobei L(vy) die Kurvenldnge von 7 bezeichnet, also L(v) = [ f |2(t)]| dt.

(L8) < M- L(y),

Wenn C := 7([a, b]) das Kurvenbild in € ist, dann schreiben wir oft auch etwas salopp

/f(z)dz ::/f(z)dz,
C Y

obwohl hierfiir die Parametrisierung von C' durch ¢ — ~y(t) mafigeblich ist. Wir werden ab nun
oft auch nur einfach von Kurven oder Wegen sprechen, obwohl wir meistens stiickweise glatte
Kurven meinen.



Beispiel: Bezeichne C).(zp) die Kreislinie mit Radius » > 0 um den Punkt zy € C, also den
Rand von K, (z9) = U,(z0), mit der Standardparametrisierung

tes 2(t) = 2o +re (0 <t < 2m).

Wegen %eit = %(cost +isint) = —sint + icost = ie' ist 2(t) = rie’. Fiir jedes m € Z

erhalten wir somit

2 2 2m
/ (2 — 20)"dz = /(Z(t) — z20)" (t)dt = /(Teit)m riet dt = z’rm“/e“(mH) dt,
Cr(zo0) 0 0 0

was sich im Falle m # —1 zu

21 21
/ (z — 2)™ dz = ir™H! (/ cos((m + 1)t) dt + i/sin((m + 1)t) dt) = ir™ (0 +40) = 0
0

Cr(z0) 0
ergibt, wihrend fiir m = —1 die Auswertung
2m 2m
/ (z—zo)*ldz:iro/eitodt:i/ldt:%ri
Cr(20) 0 0

liefert. Wir fassen zusammen:

(1) / (z—20)"dz = {0 fir m € Z,m # —1,

2wt fir m = —1.
CT‘(ZO)

1.7. Stammfunktionen: Sei f: 2 — C stetig auf dem Gebiet Q C C, f(z + 1y) = u(z,y) +
iv(z,y) mit den reellen Funktionen u,v: & — R und ~v: [a,b] — Q eine stiickweise glatte
Kurve in Q mit v(t) = z(t) = z(t) 4+ iy(t). Dann kénnen wir das komplexe Kurvenintegral von
f entlang ~ auf zwei reelle Kurvenintegrale iiber Vektorfelder im R? zuriickfiihren:

(u(x(t), y(t)) + iv(z(t), y(t)) - (1) +iy(t)) dt

—
kﬁ
—

0
~—
L
N
I
e

), y(®) | (£, L. (vE),y)) (@) ()i (Y
t>,y<t>>> ’ <y<t>>> “<<u(x<t>,y<t>>> ’ <y<t>>>> = / (—) ! / (a) |
Wir konnen aus dieser Gleichung [, f = [ (%) 41 [, (i) zwei interessante Schliisse ziehen:

U

(a) fy f ist wegunabhéngig <= [ (%) und [, (7)) sind wegunabhéngig.
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In diesem Fall erhalten wir Stammfunktionen (Potentiale) ¢ fiir (Y,) und v fiir () durch

Integration jeweils von einem fixen Punkt zy €  aus nach z = x + iy € Q entlang eines
beliebigen Weges v, in {2 mittels

play)i= [(4), wlay= [ ().

Die Funktionen ¢,: Q — C sind C! und erfiillen die Cauchy-Riemann-Gleichungen, denn
Opp=u=0yp und 0y =v=—0yop.

Somit ist die Funktion

F(2) = Fla+iy) = pla,y) + i0(,y) = [ flw)du

holomorph und es gilt

Fl(2) = Fl(z +iy) = dop(2,y) + i 0x(z,y) = ulz,y) +iv(z,y) = f(z +1iy) = f(2),
d.h. F ist eine Stammfunktion fiir f im Sinne der komplexen Differenzierbarkeit.

(b) Die Cauchy-Riemann-Gleichungen zeigen: Die Funktion f = u + iv ist holomorph <=
die C*-Vektorfelder ( %) und () erfiillen die Integrabilititsbedingungen.

Ist nun  zusitzlich einfach zusammenhingend? — oder spezieller sternférmig? oder diffeomor-
phes Bild einer sternformigen offenen Menge —, dann folgt also aus der Holomorphie von f,
dass (%, ) und () Stammfunktionen besitzen und somit wie oben, dass f eine Stammfunktion
hat und weiters auch Integrale von f iiber geschlossene Kurven in €2 verschwinden. Wir diirfen
also festhalten:

Ist Q) einfach zusammenhédngend und f: 2 — C holomorph, dann besitzt f eine
Stammfunktion und es gilt f7 f(z)dz = 0 fiir jede geschlossene Kurve v in (2.

1.8. Zweige des Logarithmus und der Quadratwurzel: Wir erinnern zunéchst an die
grundlegenden Eigenschaften der komplexen Exponentialfunktion exp: C — C mit exp(z) =

e =30 %If und e® = e%(cos y-+isiny) fiir z = x+iy. Speziell gilt |e*| = % und Ree®” = cosy
und Im e%¥ = siny.

Wenn wir fiir w = u+iv die Gleichung e = e betrachten, dann ist diese also gleichbedeutend
mit x = v und y = v 4 27n filir ein gewisses n € Z; mit anderen Worten

z w

e =e <— dn€Z:z=w-++2min.

Also ist exp als Abbildung C — C nicht injektiv — im Unterschied zur Einschrinkung auf R!

Wir kénnen dennoch versuchen, wenigstens auf Teilgebieten von C Umkehrfunktionen zur
Exponentialfunktion zu konstruieren und kommen so zum Begriff eines Zweiges des komplexen

2Zur Erinnerung: Geschlossene Kurven in  kénnen innerhalb € stetig auf Punkte zusammengezogen werden.
3Zur Erinnerung: Es gibt einen Punkt in €, von dem aus alle anderen Punkte in  durch Strecken innerhalb
Q erreicht werden konnen.
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Logarithmus: Unter so einem verstehen wir eine holomorphe Funktion F': 2 — C auf einem
einfach zusammenhéngenden Gebiet Q C C\ {0} mit der Eigenschaft

(expoF)(z) =ef'®) =2 (2 € Q).

Durch Differenzieren erhalten wir als unmittelbare Konsequenz 1 = F'(z)ef(?) = F'(2)z, also
die Gleichung
1
Fl(z)== (2€9Q).
z

Wegen der oben festgestellten Periodizitat von exp bemerken wir auch sofort, dass mit F' auch
jede der Funktionen F' + 2mwin fiir n € Z ein weiterer Zweig des Logarithmus ist.

Wir definieren den Hauptzweig des Logarithmus auf der sogenannten geschlitzten Ebene
C={re?ecC|r>0,—r<p<nt={z€C|Rez>0, falls Imz = 0} mittels

d
logz:=F(z) := —w,
w
5

wobei vy eine beliebige Kurve von 1 nach z innerhalb C™ ist. Wir erhalten dadurch F'(1) = 0.

Im

Beispiel: Wihlen wir speziell fiir z = re’¥ € C™,

r>0und —7 < ¢ < m, den Weg v zunéchst entlang z

der reellen Achse von 1 nach r und gehen von dort

weiter entlang des Kreisbogens mit Winkel ¢ und

Radius » um den Mittelpunkt 0 nach z = re®. Q0 R
[T

Dann ist leicht nachzurechnen (vgl. PUE), dass wir folgende konkrete Formel erhalten

logz=F(z) =logr+ip (z€C).

Als Anwendung des Hauptzweiges log z und des Nebenzweiges log z + 27i, die beide auf
der geschlitzten Ebene C~ definiert sind, kénnen wir die beiden holomorphen Funktionen
f1, fo: C~ — C betrachten, die durch

fi(z) = 287 ynd fa(z) = _e3logz _ 3 (logz+2mi)

log z log z

gegeben sind. Sie erfiillen f;(2)? = 23 = 2z und werden daher als Zweige der
komplexen Quadratwurzel bezeichnet. Es lasst sich zeigen (vgl. PUE), dass dies die einzigen zwei
holomorphen Funktionen auf C~ mit dieser Eigenschaft sind. Bei Verwendung der symbolischen
Notation y/z muss im Prinzip stets angegeben werden, auf welchem Teilgebiet Q C C diese
Wurzel definiert sein soll und um welchen Zweig es sich handelt; im Falle = C~ kommt dann

z.B. nur /z := f1(2) oder \/z := f3(z) in Frage.

= €
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1.9. Kurvenintegral und Folgenkonvergenz: Sei {2 C C ein Gebiet. Wir nennen eine
Folge fn: 2 — C (n € N) von stetigen Funktionen kompakt konvergent gegen die Funktion
f: Q — C, falls fir jede kompakte Teilmenge K C 2 die Folge (f,) auf K gleichméaBig gegen
f konvergiert, d.h.

If = fullx = sup{[f(2) = fu(2)| | 7€ K} = 0 (n — 00).

(Wegen der Kompaktheit von K und der Stetigkeit von f — f,, ist das Supremum fiir jedes n endlich.)
Damit folgt natiirlich speziell die punktweise Konvergenz f,(z) — f(z) fir jedes z € . Aus
der gleichméfBigen Konvergenz auf jedem Kompaktum folgt automatisch die Stetigkeit der
Grenzfunktion f, weil ein gleichméafiger Limes stetiger Funktionen immer stetig ist.

Somit ist auch das Kurvenintegral f7 f(2)dz tiber eine beliebige stiickweise glatte Kurve
v: [a,b] —  definiert. Die Kompaktheit von K := vy([a, b]) zusammen mit der grundlegenden
Abschitzung (1.8) ergibt nun

[ 1@z~ [ ful)dz
Y Y

womit wir den folgenden Satz bewiesen haben.

<|If = fallk - L(7) = 0 (n — o0),

[ (1) = ul2)) dz

Satz: Sei f,: Q@ — C (n € N) eine Folge stetiger Funktionen, die kompakt konvergent gegen
f:Q — Cist. Dann ist f: 2 — C stetig und es gilt

/f(z) dz = lim /fn(z) dz

n—0o0

fiir jeden stiickweise glatten Weg v: [a, b] — €.

Wir konnen davon gleich eine entscheidende Anwendung auf Potenzreihen machen: Wir
betrachten eine Potenzreihe 352, ax(z — 20)* mit Konvergenzradius R > 0 und setzen

f(z):= i ag(z — zo)k
k=0

fir z € Kgr(zp). Jedes Kompaktum K C Kg(z) ist in einer kompakten Kreisscheibe K (z)
mit geeignetem 0 < r < R enthalten und f ist darauf der gleichméflige Limes der Partialsum-
menfolge Y7 ar(z — 20)*. Alle beteiligten Funktionen sind stetig und wir haben kompakte
Konvergenz. Die gliedweise differenzierte Potenzreihe 35 kag(z — 29)*~! hat denselben
Konvergenzradius R und obige Uberlegungen gelten vollig analog; ebenso auch fiir hohere
gliedweise Ableitungen der Potenzreihe wie Y272 o k(k — 1)ag(z — 20)* 2 etc.

Daraus folgt nun fiir jede Kurve von zp nach z in Kg(zp) mit dem obigen Satz

f(z) —ao = i a(z = 20)" = i kay /(w —20)" " dw = / i kar(w — z0)F ! dw,
k=1 k=1 k=1

v v

d.h. links steht eine Stammfunktion fiir den Integranden ganz rechts, mit anderen Worten

f'(z) = i kap(z — z)F L.
k=1
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Natiirlich gilt auch
F(2) =" k(k — Dag(z — )2
k=2

und so weiter. Insbesondere sehen wir, dass f unendlich oft komplex differenzierbar ist.

1.10. Analytische Funktionen: Eine Funktion f: 2 — C auf dem Gebiet 2 C C heifit
analytisch, falls es zu jedem Punkt zy €  eine Kreisscheibe Kg(z9) C Q2 gibt, auf der f als
Potenzreihe

f(z) = Z ap(z — 20"
k=0

dargestellt werden kann. Wie wir in der Anwendung in 1.9 gerade gesehen haben, gilt:

Jede analytische Funktion ist unendlich oft komplex differenzierbar.

Die Ableitungen von f lassen sich in obiger Darstellung auf Kgr(zg) einfach durch gliedweise
Differentiation gewinnen, d.h.

F™(z) = i k(k—1)--(k—n+ Dag(z — 2)*™",
k=n

was filir z = zq speziell auf die Gleichung

F™ (20)

n!

(1.10) an = (n € No)

fiihrt. Somit sind die Koeffizienten der Potenzreihendarstellung um zg eindeutig bestimmt.

Beispiele: 1) Fiir beliebiges festes w € C betrachten wir die Funktion f: Q — C auf der
punktierten komplexen Ebene €2 := C \ {w}, gegeben durch f(z) := 1/(w — z). Fiir 29 € Q
setzen wir R := |w — 29| > 0 und berechnen fiir z € C mit |z — 29| < R die folgende
Potenzreihendarstellung mittels geometrischer Reihe

—_—
1 1 1 1 > —2z)" > 1
_ R yleza) s L
w—z w-—z 1-Z72 w—2z = (w—2)" = (w— 20)" T

Also ist f analytisch auf Q.

2) Die komplexe Exponentialfunktion z — e? ist analytisch auf C, denn fiir beliebige 2,z € C
gilt mit R = oo die Entwicklung

2 20.2—20 _ 20 (Z - Zo)n - e B n
e* = ee =e g — —E — (2 — 20)"™.
— n! — 7!
n=0 n=0

Der folgende Identitétssatz fiir analytische Funktionen wirkt sehr plausibel, wenn wir uns
Potenzreihen als Limes von Polynomen vorstellen und daran erinnern, dass Polynomfunktionen
vom Grad m schon durch Kenntnis der Werte an m + 1 verschiedenen Stellen bereits festgelegt
sind. (Ein Beweis des Satzes findet sich z.B. in [FK1, §27, Abschnitt 3].)
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Identitatssatz: Seien f,g: Q — C analytisch, zp €  und (z,) eine Folge in  mit z, # 2
(n €N), f(zn) = 9(2n), 2n — 20, dann folgt f = g.

Eine unmittelbare Folgerung ist beispielsweise die Eigenschaft, dass eine analytische Funktion
f: Q — C, die nicht die Nullfunktion ist, in jedem Kompaktum K C 2 héchstens endlich viele
Nullstellen haben kann. (Denn eine Folge von unendlich vielen verschiedenen Nullstellen z, in K,
n € N, hitte einen Haufungswert zp € K und somit wire der Identitdtssatz mit g = 0 anwendbar.)

Fiir eine Nullstelle zg € Q einer analytischen nichtkonstanten Funktion f: €2 — C lassen sich aus
der Potenzreihendarstellung um zg direkt Eigenschaften analog zu jenen bei Polynomfunktionen
herleiten: Es gibt eine eindeutige Zahl k € N, die Ordnung der Nullstelle, sodass in einer
Umgebung U von zg mit einer holomorphen Funktion ¢g: U — C die Faktorisierung

(1.11) f(z) = (z = 20)%9(2), g(z0) #0,
gilt. Die Ordnung k ist konkret bestimmt durch die Bedingungen
flz0) = f'(z0) = ... = f* V() =0 und fF(z) #0.

(Wegen f(zp) = 0 ist automatisch k # 0; und k # oo gilt, weil f keine konstante Funktion ist.)

1.11. Integralsatz von Cauchy, Homologie und Homotopie: Wenn f auf dem Gebiet
Q holomorph ist und ~ eine geschlossene Kurve, die in einem einfach zusammenhéingenden
Teilgebiet Q' C Q enthalten ist (v wird auch einfach gelagert genannt), dann folgt aus dem
Resiimee in 1.7 unmittelbar

/f(z) dz = 0.

Dies ist eine einfache Versionen des sogenannten Cauchyschen Integralsatzes, von dem auch
mehr geometrisch-topologische Fassungen existieren (vgl. z.B. [FK1, §27, Abschnitt 4], [KvW,
Abschnitt 14.5] oder [RS2, Abschnitt 8.1]).

Beispiel: Die Funktion z + 1/z ist holomorph auf dem
offenen Kreisring Q := {z € C | p < |z] < R} mit 4 ~
dem &duBeren Radius R > 0 und dem inneren Radius
0 < p < R. Fiir p <r < R ist die Kreislinie C,(0) eine

geschlossene Kurve in €2, aber nicht einfach gelagert. Es 0

ist auch bekanntlich fcr(o) % = 2mi # 0. Ist allerdings Qo y
v eine geschlossene Kurve, die in einen Kreisringsektor

' C Q (wie in der nebenstehenden Skizze) passt, dann Cr-(0) Q
ist v einfach gelagert und es ergibt sich - % = 0.

Bemerkung: Ist v: [a,b] — C eine geschlossene Kurve und zy ein Punkt, der nicht auf v
liegt, also zp € C \ v([a, b]), dann heifit

n(y, ) = 1/ dz

2m ) 2z — 2
v

Umlaufzahl (oder Index) von ~ beziiglich zyg. Wie sich zeigen lasst, ist n(vy, z9) tatsdchlich
ganzzahlig und erfiillt Eigenschaften, die wir intuitiv von so einem Begriff erwarten wiirden
(siche z.B. [RS1, Abschnitt 9.5.1]).
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Wir formulieren nun eine etwas vereinfachte sogenannte Homologieversion des Cauchyschen
Integralsatzes (ohne Beweis), wofiir wir zwei Begriffe einfithren.

Definition: (i) Zwei geschlossene Wege 1 und -2 in §2 heifien homolog, falls fiir jede holomorphe
Funktion f: Q — C gilt

/f(z) dz = /f(z) dz.

7 Y2

(ii) Eine geschlossene Kurve «: [a,b] —  umlduft den Punkt zy einfach positiv, wenn fiir die
um zp verschobene Kurve o mit () := y(t) — z0 (a <t <) gilt: 1. Jeder von 0 ausgehende
Strahl trifft das Kurvenbild «([a, b]) fiir genau ein t € [a, b], 2. Die Polarwinkelwerte von «(t)
sind nichtfallend als Funktion von ¢.

Cauchyscher Integralsatz (Homologieversion): Sei z €
und f eine holomorphe Funktion auf dem punktierten Gebiet
Q\ {20}. Falls v eine geschlossene Kurve in \ {2y} ist, die
zo einfach positiv umléduft, dann gilt fiir kleine Radien r > 0

(sodass Cy(zp) ganz im Inneren von ~ liegt) stets CT(ZO)
/f(z) dz = / f(z)dz.
Y CT(ZO)

Mit anderen Worten sind v und C;(zp) homolog.

Wir wollen abschlieflend die sogenannte Homotopieversion des Cauchyschen Integralsatzes
erwahnen. Dafiir beschreiben wir den Begriff der Homotopie von Kurven nur anschaulich.

Zwei Kurven f und v in einem Gebiet 2 heiflen homotop
(bei festen Endpunkten), wenn sich innerhalb Q die eine
stetig in die andere deformieren lésst. Das kann durch eine
parametrisierte (as)o<s<1 Schar von ,,Zwischenkurven® (mit
fixen Anfangs- und Endpunkten) beschrieben werden, die
ap = f und «a; = v erfiillen. B8

Fiir geschlossene Kurven wird meistens doch erlaubt, dass der Anfangspunkt (gleich Endpunkt)
wahrend der Homotopie ,wandert®, also auch die Ausgangskurven nicht mehr durch denselben
Punkt gehen miissen. Diese Kurven werden dann frei homotop genannt. Eine geschlossene
Kurve heifit nullhomotop, falls sie frei homotop zu einer einpunktigen (konstanten) Kurve
ist. Ein Gebiet 2 ist also genau dann einfach zusammenhingend, wenn jede geschlossene
Kurve in € nullhomotop ist. Cauchyscher Integralsatz (Homotopieversion): Sei f eine
holomorphe Funktion auf dem Gebiet Q2 und g,y Kurven in €2, die homotop sind (bei festen

Endpunkten), dann gilt
/f(z) dz = /f(z) dz.
Y B

Insbesondere sind die Kurven 8 und « auch homolog. Im Falle geschlossener Kurven gilt dieser
Satz auch, wenn 8 und ~ frei homotop sind. Das Integral iiber eine nullhomotope Kurve ist
somit 0.(Es gibt nullhomologe Kurven, die nicht nullhomotop sind, vgl. [RS2, 8.1.3].)
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1.12. Cauchysche Integralformel fiir Kreise und einfach positiv umlaufende Wege:
Ist f holomorph auf dem Gebiet 2, zp € Q und r > 0 so, dass K, (z9) C 2, dann gilt

(1.12) F(z) = —— / j;(f’)z dw (2 € K (z0)).
Cr(z0)

Die Werte von f in K, (zp) sind also bereits festgelegt durch jene auf dem Rand C;(zp).

Beweis: Fur z € K,(z9) konnen wir ein hinreichend kleines
e > 0 wahlen, sodass die abgeschlossene Kreisscheibe K (z)
ganz in K, (zp) enthalten ist. In Q \ {z} ist die Funktion w
1/(w — z) holomorph und C;(zp) und C.(z) sind nach dem
Integralsatz von Cauchy homolog, d.h. wir kommen mittels
(1.9) zum Zwischenresultat

d d
v :/ v = 2mi.

w—z w—z
CT(Z()) CE(Z)

Daraus folgt zunachst

/fLJ;(_w)Zdw—%rif(z): / w(iuldw—f(z) ! dw = / de-

w—z w—z
Cr(z0) Cr(20) Cr(z0) Cr(20)

Nun ist auch w +— w holomorph in Q \ {z}, sodass wir wiederum die Homologie von
Cy(z0) und C.(z) anwenden kénnen. Wir bekommen also

f@v) fw) = f(2)

w—z

—27mif(z
Cr(z0)

Wegen der Holomorphie von f ist sicherlich f’ stetig und fiir hinreichend kleines £ > 0 und
lw—z| < e gilt f(w) — f(2) = f'(w)(w— 2) + h(w) mit limy,_,, h(w)/(w — 2z) = 0, also
|h(w)| < d|w — 2| fiir eine Konstante d > 0. Somit konnen wir den obigen Integranden mittels
Il '] := sup{|f'(w)| | w € K-(z)} abschétzen durch

’f (#)] o L @)llw — 2|+ |h(w)| _ ([ (w)[ +d)|w — 2]

|lw — z| - |lw — z|

<|f'l+d=M

und erhalten aus der grundlegenden Integralabschitzung insgesamt

/ 5(_) dw — 2mif(z f w@z_ﬁ dw| < M - L(C.(2)) = M2nre.
Cr(20) Ce(2)

Weil wir aber € > 0 beliebig klein machen diirfen, ist schliefllich

/ l‘mdw—%rif(z) =

Cr(20)

woraus die Behauptung folgt. O
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Ahnlich wie auch schon beim Cauchyschen Integralsatz lisst sich auch Formel (1.12) auf
allgemeinere Situationen erweitern (ohne Beweis), indem wir die Homologie zwischen einer den
Punkt z einfach positiv umlaufenden Kurve v mit einem geeigneten Kreis C.(z) ausniitzen.

Satz: Sei  eine geschlossene Kurve im Gebiet €2, die jeden von ihr umschlossenen Punkt z
einfach positiv umlduft und so, dass jeder dieser inneren Punkte z auch zu €2 gehort. Dann
gilt fiir jede holomorphe Funktion f: 2 — C die Cauchy-Formel

(1.13) fe) = o [T

dw.

1.13. Holomorphe Funktionen sind analytisch: Speziell folgt aus dem hier angekiindigten
Resultat auch, dass holomorphe Funktionen unendlich oft komplex differenzierbar sind.

Satz: Ist f holomorph auf dem Gebiet 2, zp € Q und Ry := dist(zg, ) (Abstand von z zum
Rand von ), dann gibt es eine Potenzreihenentwicklung von f um zp in der Form

f2) =) an(z = 20)",
n=0

die zumindest fiir |z — z9| < Ry konvergiert. Fiir 0 < r < Ry und n € Ny gelten die Cauchy-
Formeln

() 1 f(w)

Beweisskizze: Die Cauchysche Integralformel (1.12) erlaubt fiir K, (zp) C © den Beginn der
folgenden Berechnung, wo wir im zweiten Schritt die Reihenentwicklung aus 1.10, Beispiel 1),
anwenden (fiir |z — 29| < r = |w — 20|):

1 flw) .1 — (2 —2)"
(z) = 27i / w—z dw = 27i / J(w) z—:o (w — zo)nt1 dw
Cr(z0) Cr(z0) =

- 1 f(w)

= z—2z0)" — ————dw.

Se-a)on | G
n= Cr(z0)

Vertauschung von Integration und Summation im dritten Schritt ldsst sich rechtfertigen, weil

die Reihe als Funktion von w gleichméBig auf der kompakten Kreislinie C;(2p) konvergiert. [

Wir kénnen als Folgerungen nun also auch den Identitatssatz fiir analytische Funktionen
direkt iibertragen: Sind f,g: Q — C holomorph, zy € Q und ist (z,) eine Folge in Q mit
zn 7 20 (n € N), f(zn) = g(zn), 2n, — 20, dann folgt f = g. Das ist insbesondere in einer
Situation anwendbar, wo f und g entlang eines Kurvenstiickes ~ in €2 {ibereinstimmen, das
nicht nur aus einem Punkt besteht.

Das fiithrt uns zu folgenden Beobachtungen bzgl. komplexer analytischer Fortsetzungen
von bekannten reellen Funktionen, weil diese Funktionen auf der reellen Achse oder zumindest
nichtleeren Intervallen darin festgelegt sind:
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o) 2"

(a) Die Formel exp(z) = Y 72 %y war tatséchlich die einzige Moglichkeit, die reelle Expo-
nentialfunktion als holomorphe Funktion C — C fortzusetzen. Wir erinnern auch an die
Konsequenz

"t = ¢%(cosy 4 isiny).

(b) Die aus dem Reellen bekannten Potenzreihen fiir die Winkelfunktionen cos und sin haben
beide Konvergenzradius R = co und ergeben die analytischen Fortsetzungen zu Funktionen
C — C durch

00 Z2n eiz + e~z
—— _1\n _

(1.15) COS 2 1= z_:( 1) o 5

n=0
und

o0 Z2n+1 eiz o efiz

1.16 inz:= 1" =
(1.16) e 7;)( Ve 2i

Der Identitdtssatz impliziert auch sehr rasch, dass die iiblichen Additionstheoreme und
Relationen gelten, wie z.B. cos?(z) + sin?(z) = 1, cos(z + 2mn) = cos z fiir n € Z etc.

(c) Fiir den Hauptzweig log des Logarithmus gilt auf dem Einheitskreis |z| < 1 die Entwicklung

e}

(1.17) log(1+ 2) = Z )

1Z

denn beide Seiten obiger Gleichung sind holomorph in K (0) und stimmen fiir reelle z € | -1, 1]
jeweils mit dem Wert log(1 4 x) der entsprechenden reellen Funktion | — 1, 1] — R iiberein.

Bemerkungen: (i) Eine Funktion f: C — C wird ganz (analytisch) genannt, falls sie holo-
morph ist, wie z.B. exp, cos, sin oder Polynomfunktionen es sind.

(ii) Durch Abschétzungen der Potenzreihenkoeffizienten a,, aus den Cauchy-Formeln (1.14)
lésst sich der folgende Satz von Liouville zeigen: Ist f: C — C eine ganze Funktion und
beschrankt, dann muss f konstant sein ([FK1, §27, 6.3]).

Als Folgerung kann der sogenannte Fundamentalsatz der Algebra gezeigt werden, namlich,
dass nichtkonstante komplexe Polynomfunktionen stets Nullstellen besitzen ([FK1, §27, 6.4]).

1.14. Eine Art ,,Umkehrung des Cauchyschen Integralsatzes*: Nehmen wir an,
f:Q — C ist eine stetige Funktion auf dem Gebiet (2 und hat die zusétzliche Eigenschaft,
dass fv f(z)dz = 0 gilt fiir jeden geschlossenen einfach gelagerten Weg ~ in .

Jede offene Kreisscheibe K, (z9) C Q ist einfach zusammenhédngend und daher jede geschlos-
sene Kurve 7 in K, (z9) auch einfach gelagert. Folglich hat f nach 1.7(a) eine holomorphe
Stammfunktion F auf K, (29). Gemaf} 1.13 ist F' und somit auch f = F’ unendlich oft komplex
differenzierbar, speziell also f holomorph auf K, (zp). Wir haben somit das folgende Resultat
bewiesen.

Satz von Morera: Ist f: Q — C stetig und [, f(2)dz = 0 fiir jede geschlossene einfach
gelagerte Kurve v in §2, dann ist f holomorph.
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Durch geschickte Kombination (vgl. [FK1, §27, 7.3]) des Cauchyschen Integralsatzes, des Satzes
von Morera, der Vertauschbarkeit von Kurvenintegral und Limes bei kompakter Konvergenz
(siehe 1.9) und den Cauchy-Formeln (1.14) kénnten wir von hier aus noch ohne grole Miihe
das folgende Resultat erreichen.

Konvergenzsatz von Weierstraf: Ist die Folge (f,)nen von holomorphen Funktionen auf
dem Gebiet ) kompakt konvergent gegen f: 2 — C, dann ist f holomorph und es gilt auch,
dass fiir jedes k € N die Folge der k-ten Ableitungen ( fék))neN auf ) kompakt konvergent
gegen die k-te Ableitung £ ist.

In der Riickschau kénnen wir die Gleichwertigkeit folgender Konzepte aus diesem Kapitel fiir
eine stetige Funktion f: 2 — C auf einem Gebiet {2 festhalten:

f ist holomorph (bzw. in jedem Punkt von € komplex differenzierbar),

f ist analytisch,

f(z +iy) = u(z,y) + iv(x,y) mit C'-Funktionen v und v, die die Cauchy-Riemann-
Gleichungen 0,u = dyv und dyu = —0,v erfiillen,

/ f(2)dz = 0 fur jede geschlossene einfach gelagerte Kurve « in €.
v
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2. Singularitaten und Residuenkalkiil

2.1. Arten von isolierten Singularitidten: Ein Punkt zy € C heif3t isolierte Singularitdt
der Funktion f, falls f holomorph auf U \ {2y} ist, wobei U C C eine Umgebung von zj ist.

Definition: Eine isolierte Singularitdt zp der Funktion f heift

(i) hebbar, wenn es eine Umgebung U von zp und eine holomorphe Funktion g: U — C gibt,
sodass f(z) = g(z) fir alle z € U \ {20} gilt;

(ii) Pol, wenn es ein R > 0 gibt, sodass f holomorph ist auf der punktierten Kreisscheibe
Kr(z0) \ {20} ={2 € C|0< |z — 2| < R} und ZILIQO |f(2)| = oo gilt;
(iii) wesentliche Singularitit, falls zo weder hebbar noch ein Pol ist.

Bemerkung: Ein Pol kann keine hebbare Singularitéit sein, weil eine holomorphe Funktion g
wie in (i) in einer kleinen kompakten Kreisscheibe um zj sicherlich beschrénkt bleibt.

Beispiele: 1) zp = 1 ist eine hebbare Singularitdt von zj:ll, denn

31 —1)(22 1
2 _E-DE+a+ >:z2+z—|—1
z—1 z—1

und die Funktion z + 22 4+ 2 + 1 ist holomorph auf C.

2) zp = 0 ist eine hebbare Singularitit des Sinus Cardinalis

) 1 &> 2n+1 o0 2n
sinz 1 Z(_l)nzi _ Z(—l)"zi =: sinc(z),
P z = 2n+1)! = (2n +1)!

weil sinc: C — C analytisch (somit holomorph) auf C ist; es ergibt sich sinc(0) = 1.

3) 20 = 0 ist ein Pol von 1, denn diese Funktion ist holomorph auf C \ {0} und lir% é = 00.
z—

4) Fiir die Funktion f(z) := e'/* ist zy = 0 eine wesentliche Singularitit: Zunéchst ist 0 eine
isolierte Singularitét, weil f holomorph auf C\ {0} ist. Sie ist nicht hebbar, weil f unbeschrénkt
ist nahe 0, z.B. ist lim,, o f(1/n) = oco. Sie ist kein Pol, weil limy, o0 | f(52-)| = 1 zeigt, dass
lim, o | f(2)| = oo nicht gelten kann.

2.2. Ein Standardbeispiel fiir Reihenentwicklungen im Innen- und Auflenbereich:
Betrachten wir fiir beliebige fixe Punkte w, zg € C die Funktion f: C\ {w} — C, gegeben
durch

f(z) = I (z € C\{w}).

Die Funktion hat einen Pol in z = w.
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1) Im Spezialfall w = zp kénnen wir fiir z # 2o formal schreiben

f(z):zo—z:(z—zo zz: G20 mit a_; = —1lund a_, =0 (n > 1).

Diese ,Reihenentwicklung® gilt im Bereich |z — 2| > 0, also in der gelochten Ebene C\ {zo}.
2) Nehmen wir nun an, dass w # zg gilt, sodass |w — 29| > 0 ist, und studieren zwei Falle:

(a) |2 — z0] < |w— 2|, also z in der offenen Kreisscheibe um zy mit Radius |w — zg|: Wir diirfen
auf die Potenzreihenentwicklung aus 1.10, Beispiel 1), zurtickgreifen und erhalten

(2.1) Loy Ema) S o)t mitan=
) = =) ap(z—=2 mit a, = .
w—=z n=0 (U) B Zo)n"'l n=0 ! ’ " (w - ZO)n+1

Fiir jedes p mit 0 < p < 1 haben wir gleichméflige Konvergenz dieser Potenzreihe in der
abgeschlossenen Kreisscheibe {z € C | |z — 20| < plw — 2|} mit Radius p|w — zp| um 2.

(b) |z — 20| > |w — 2|, also z auBlerhalb der abgeschlossenen Kreisscheibe um zy vom Radius
|w — zp|: Wir kénnen wieder &hnlich wie in 1.10, Beispiel 1), vorgehen, verwenden allerdings
diesmal die geometrische Reihe fiir den Kehrwert 1;’%53 und kommen auf

(2.2) 11 -1 -1 i(w—zo)k
' w—2z z—2 l—f;jg_z—zoko(z—zo)k
_Zo)nl S a—n . n—1
= ——— mita_, = —(w — 2o .
Z: Z—Z())n n:1(2_20)n n ( )

Fiir jedes 7 > 1 haben wir gleichméfiige Konvergenz im Bereich {z € C | |z — 29| > r|w — 20]},
also auflerhalb der offenen Kreisscheibe vom Radius 7|w — zg| um zg. (Dies folgt direkt mittels
1/(w—z) = w_fzo Yoo (w—20)"/(z — 20)™ und der Abschitzung |w — 29|"/|z — zo|" < r~™ aus dem

Majorantenkriterium fiir Funktionenreihen; siehe z.B. [FK1, §12, 2.6].)

2.3. Laurent-Reihen: Die rationale Funktion f: C\ {3,1} — C mit f(z) := 2% + 1
ist holomorph und hat Pole in % und 1. Wenn wir fiir f Reihenentwicklungen um zy = 0
anstreben, dann kénnen wir f in die Form

1 1

%—z+l—z

f(z) = -z

bringen und zunéchst die beiden Terme separat mittels 2.2 entwickeln, einmal mit w = % und
das andere Mal mit w = 1. Als gemeinsamer Konvergenzbereich fiir beide Terme ergibt sich
dann der Durchschnitt des Aufienbereichs mit |z| > 1/2 und des Innenbereichs mit |z| < 1,
also das ringférmige Gebiet  := {z € C | 3 < || < 1}. Als Reihenentwicklung in ) erhalten

wir dadurch

DI = D DEA D Do D DE D DN
n=1 z n=0 k=1 z n=1

n=—oo

mit a, = 2" fir n <0, ag =2 und a, = 1 fiir n > 0.
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Das obige Beispiel motiviert also die folgende Begriffsbildung: Unter einer Laurent-Reihe
verstehen wir eine Reihe der Form

o

Z an(z — 20)"

n=—0oo

mit fixen komplexen Zahlen zyp und a, (n € Z). Die Laurent-Reihe konvergiert fiir ein
bestimmtes z € C, falls sowohl g(z) := > 02 an(z — 20)™ als auch h(z) :==> 72 a_n(z—20)""
konvergent ist. In diesem Fall setzen wir

o0

Y an(z—20)" = h(2) + g(2),

n=—oo

wobei h(z) singuldrer Teil oder Hauptteil genannt wird. Der sogenannte regulire Teil g(z) ist
einfach eine Potenzreihe.

Durch Kehrwertbildung lasst sich wie bei Potenzreihen zeigen, dass im Falle der Konvergenz des
Hauptteils h(z) fiir ein z; auch die absolute Konvergenz fiir alle z € C mit |z — 29| > |21 — 20|
folgt, wahrend im Falle von Divergenz fiir ein zo auch die Divergenz fiir alle z € C mit
|z — 20| < |22 — 20| erzwungen wird.

Insgesamt hoffen wir darauf, dass fiir eine Laurent-Reihe

der Konvergenzkreis der Potenzreihe g(z) mit Radius R um

zo im Durchschnitt mit einem Konvergenzbereich fiir den

Hauptteil h(z) auBerhalb eines Kreises vom Radius r um z 20
einen nichtleeren ringférmigen Bereich Q := {2z € C | r < X Py
|z — 20| < R} der Konvergenz beider Anteile und somit fiir

die Laurent-Reihe ,iibrig lasst“. Wir nennen solche Mengen

Ringgebiete.

In diesem Fall ist es nicht schwierig zu zeigen, dass die Laurent-Reihe auf jedem kompakten
Kreisring {z € C | 1 < |z — 20| < Ri1} € Q mit r < r; < Ry < R gleichméfig konvergiert.
Nachdem die Partialsummen jeweils holomorphe Funktionen auf dem urspriinglichen Kreisring
Q) sind und beliebige kompakte Teilmengen von 2 stets in passenden kompakten Kreisringen
untergebracht werden kénnen, haben wir es also mit kompakter Konvergenz einer Folge von
holomorphen Funktionen zu tun. Wir diirfen also geméfl dem Konvergenzsatz aus 1.14 schlieflen,

dass
o0

f(z):= Z an(z —20)" (r <|z— 2| <R)
n=—oo
eine holomorphe Funktion f: 2 — C definiert. Wenn wir nun in obiger Gleichung beide Seiten
durch (z — 29)**! dividieren und gliedweise {iber einen Kreis C,(20) mit r < p < R integrieren,
dann ergibt sich mit Hilfe der grundlegenden Integralformeln (1.9) direkt

f(Z) - ( n k-1
/ W dz = Z Qp, / W Z (479 / z — ZQ dz
Cp(20) e Cp(20) =T Cp(20)

o0

= Y an2miby_po = 2mia.

n=—oo
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Somit haben wir die Cauchy-Formeln (1.14) auch auf den Fall Q
der Laurent-Reihen-Koeffizienten erweitert:

1 z)dz
CP(ZO)

Insbesondere sind die Koeffizienten von Laurent-Reihen eindeutig bestimmt.

Wenn nun andererseits eine holomorphe Funktion f auf einem Ringgebiet 2 gegeben ist, so
lasst sich dhnlich wie in den Argumentationen fiir 1.13 aus den Resultaten iiber Cauchysche
Integralsitze 1.11 und Cauchysche Integralformeln 1.12 nachweisen, dass stets eine Laurent-
Reihenentwicklung in 2 méglich ist. Wir formulieren hier nur die Aussage und verweisen fiir
die Details des Beweises auf [FK1, §28, 2.4].

Satz: Sei 20 € C,0<r < R<o0,Q:={2€C|r<|z—2)|<R}und f: Q — C holomorph.
Dann hat f auf € eine Laurent-Reihenentwicklung

o0

f(z) = Z an(z — 20)"

n=—0oo

mit gleichméfiger Konvergenz auf kompakten Teilmengen von €. Fiir r < p < R gelten die
folgenden Cauchy-Formeln fiir die Koeffizienten:

1 d
an = — / (Z‘ffﬁo)j+l (n S Z)
Cp(20)

Beispiele: 1) Die Funktion f(z) = 1/z ist nattirlich holomorph auf C \ {0} und die Laurent-
Entwicklung bzgl. zp = 0 ist gerade durch 1/z gegeben, also a_1 = 1 und a,, = 0 fiir n # —1.
2) Partialbruchdarstellung von cot z: Die Funktion zcotz = £52°2 = sicrf(fé)
holomorph fiir z € C\ 7Z, hat aber in 0 eine hebbare Singularitét, weil sinc(0) = 1 gilt. Daher
gibt es eine Potenzreihenentwicklung

ist jedenfalls

o0
zcotz = Z bz (2] < ).

n=0

Die Koeffizienten kénnen sukzessive durch Potenzreihenentwicklungen und Koeffizientvergleich
in der Relation zcot zsin z = z cos z ermittelt werden: Einerseits haben wir

ZQn Z3 25

o
— _ 1\ — _ - -
zcosz—znz_:o( 1) (2n)!—z 5 +4‘j:...
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und andererseits

o0 o) ; Z2l+1
inz— n, AU
(zcot z) sin z anz Z( )(21—1—1)!
n=0 =0
2 3 4 2 2
= (bo + b1z + baz? + by2® + byz ...)~(2—E+§+...)
b b b b
— 2 _ 20).3 _ 1N 4 b2 oy 5
= Doz + b2 +<b2 6)2 +(b3 6)z +(b4 . +5!)z T,
woraus z.B. die folgenden Gleichungen ablesbar sind:
bO 1 bl bQ bo 1
bo=1, bi=0, by— 2= = by—2=0, by 240"
0’10’26 27360’46+5!4!

Daher folgt fiir die ersten fiinf Koeffizienten by = 1, by = 0, by = —L b3 =0,b4= —% und die
Laurent-Reihe fiir cot z im Bereich |z| < 7 ergibt sich zu

1 ¢ n - n-1_ bo 2 3 1
cotz:benz :anz = —4+by+byz4+b3z"+bgz°+..=—— - — — =%
Zn:O n=0 ?

Dies zeigt, dass der Hauptteil der Laurent-Entwicklung fiir cot z um zo = 0 einfach 1/z ist.

2.4. Kriterien fiir die verschiedenen Arten von isolierten Singularitiaten: Hier sei
stets zg eine isolierte Singularitit der Funktion f.

(a) Eine hinreichende Bedingung fiir Hebbarkeit: Aus den Cauchy-Formeln fiir die Koeffizienten
der Laurent-Entwicklung lassen sich Abschétzungen gewinnen (vgl. [FK1, §28, 2.5]), falls
Schranken fiir f bekannt sind, was rasch auf die folgende Aussage fihrt ([FK1, §28, 3.1]).

Ist f im Bereich 0 < |z — 29| < R holomorph und beschrénkt, so ist zp hebbar.

z

Zum Beispiel ist # holomorph fiir z # 0 und wegen lim,,_,o(e” —1)/w = 1 bleibt ez_% =

62771 + 6127;1 fir z nahe 0 sicherlich beschrankt. Also ist die Singularitdt in zg = 0 hebbar,

was sich in diesem Fall natiirlich auch leicht durch Betrachtung der Potenzreihenentwicklung
der Exponentialfunktion tiberpriifen liele.

(b) Eine grundlegende Aquivalenz fiir Pole:

(b1) Behauptung: Falls die Laurent-Entwicklung Terme mit negativen Potenzen von z — z
aufweist, aber nur endlich viele davon, dann ist zy ein Pol.

Begriindung: Angenommen fiir 0 < |z — z9| < R gilt

o0

flz) = Z an(z — 2zp)" mit m € Nund a_,, # 0,
dann folgt 9(2)
_ 1 - Nk _ 9(2)
J6) = g L aemle =) = T

mit der nahe zp holomorphen Funktion g und g(z9) = a_y, # 0. Daher ist lim,_,, | f(z)| = oco.
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(b2) Ist umgekehrt zp ein Pol, also lim,_, | f(2)| = oo, dann gilt f(z) # 0 fur z nahe zp und
die Funktion
_JUIGE) 2 # =,
9(2) =
0 z = zp,

ist holomorph fiir z nahe 29, z # zp, und zusétzlich wegen lim,_,,, 1/|f(z)| = 0 beschrénkt,
sodass wir nach (a) in 2z eine hebbare Singularitdt von g haben. Somit ist g holomorph und
besitzt fiir ein gewisses r > 0 eine Potenzreihenentwicklung

= balz—20)" (|2 = 20| <)
n=0

Es ist sicherlich by = g(zp) = 0, aber g nicht die Nullfunktion, daher gibt es ein minimales
m € N mit b, # 0. Wir kénnen daher

h(z)

9(z) = (z — 20) Z bnai(z — 20)F = (2 — 20)™ - h(2)

schreiben mit einer holomorphen Funktion h und h(zp) # 0. In einer kleinen Umgebung von 2
bleibt daher auch h(z) # 0, also dort auch 1/h(z) holomorph mit einer Potenzreihenentwicklung
S ci(z — 20)! = 1/h(z). Wir haben nun insgesamt fiir z # 2z und z nahe zy die Darstellung

1 1 1 > > "
f(z) = = ) Zcz Z—Zo = Z cnm(z — 20)".
=0

g(z) (Z - ZO)m h(Z) (Z - ZO m n=—m

Dies ist eine Laurent-Reihenentwicklung > 02 an(z — 20)" mit ap = cpm und a_p, =
co = 1/h(z9) # 0. Wir haben somit zusammenfassend in (b1) und (b2) das folgende Resultat
bewiesen:

o0
2o ist ein Pol von f <= es gibt m € N, sodass f(z) = Y an(z— 20)" mit a_,, #0.

n=—m

In diesem Fall heifit m die Ordnung des Pols zg.

Die Laurent-Reihenentwcklung um zy = 0 der Funktion e'/# in C\ {0} erhalten wir direkt aus
der Potenzreihenentwicklung fiir exp in der Form

y < 1 0 1
1/z __ _ . SN

wodurch klar wird, dass die Singularitédt bei 0 kein Pol sein kann, weil der Hauptteil unendlich
viele nichtverschwindende Terme hat. Wie wir frither schon bemerkt hatten, ist sie natiirlich
auch nicht hebbar (weil e!/# nicht beschrinkt bleibt fiir 2 — 0). Also haben wir hier nochmals
bestétigt, dass 0 eine wesentliche Singularitit von e!/# ist

(¢) Aus den Untersuchungen in (b) kénnen wir gleich auch noch zwei praktisch verwertbare
Varianten an Schliissen fiir Pole m-ter Ordnung ziehen:
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(cl) |z ist ein Pol der Ordnung m <= lim (z — 20)" f(2) existiert und ist ungleich 0.

Z—20

(c2) Ist g holomorph in der Kreisscheibe |z — zp| < R und z eine Nullstelle der Ordnung m
von g, dann hat 1/g einen Pol der Ordnung m in zg.

Zum Beispiel hat die Funktion WI(Z*Q) einen Pol der Ordnung 2 in z; = 1 und einen Pol
der Ordnung 1 in 2z = 2.

(d) Wesentliche Singularititen: Wir wissen aus den bisherigen Uberlegungen, dass der Hauptteil
der Laurent-Reihe um eine wesentliche Singularitdt unendlich viele nichtverschwindende Glieder
haben muss. Wie in [FK1, §28, 3.4] gezeigt wird, nimmt f in jeder Umgebung einer wesentlichen
Singularitdt zg Werte beliebig nahe an jeder komplexen Zahl an. Zusétzlich gibt es aber auch
immer eine Folge (w,,) mit w, — 2o und lim, | f(wy,)]| = oco.

2.5. Residuenkalkiil: Ist f holomorph in einem punktierten Gebiet 2\ {z0}, z0 € €,
dann erlaubt der Cauchysche Integralsatz 1.11 die Berechnung des Integrals entlang einer
geschlossenen Kurve v in 2\ {zp}, die diese isolierte Singularitit zo einfach positiv umlauft,
durch Reduktion auf ein Kurvenintegral iiber Kreise. Sei konkret der Radius p > 0 klein genug,
damit der Kreis Cy(z0) im Inneren von v liegt, dann gilt also

/f(z)dz: / f(z)dz.

Cp(20)

Die Cauchy-Formeln (2.3) fiir die Koeffizienten der Laurent-Reihe enthalten aber als Spezialfall
fiir n = —1 die Beziehung

f(z)dz =2mia_q,
Cp(20)

sodass wir insgesamt auf die folgende Formel kommen:

(2.4) /f(z) dz =2mia_q.
gl

Dies ist bereits die elementare Version des Residuensatzes. Wir sehen also, dass der Koeffizient
a—_1 der Laurent-Entwicklung von f um die isolierte Singularitat zg eine Sonderrolle einnimmt.

Definition: Ist zg € €2 eine isolierte Singularitdt der holomorphen Funktion f: Q\ {z} — C
mit Laurent-Entwicklung

f(z)= Z an(z —20)" (0 <]z — 20| < R),
dann heifit Res(f, z0) := a—1 das Residuum von f bei z.

Berechnungsmethoden fiir das Residuum:

(a) Direkt aus der Laurent-Entwicklung lesen wir zunéchst die Linearitat ab, d.h. falls zg auch
isolierte Singularitdt fiir die Funktion ¢ ist und «, 5 € C beliebig sind, dann gilt

(2.5) Res(af + By, z0) = aRes(f, z0) + BRes(g, 20).

27



(b) Ist zp hebbar oder ein Pol der Ordnung 1, dann lautet die Laurent-Entwicklung ja
f(2) = 7= + X020 an(z — 20)" und somit ist (2 — 29) f(2) konvergent fiir z — zo, ndmlich

gegen a_1. Also gilt in diesem Fall

(2.6) Res(f,z0) = zh—>Hzl0(Z —20)f(2).

(c) Ist zp Pol der Ordnung 1 von f und g holomorph nahe zp, dann gelten die Entwicklungen

z) = — + —o0n(z — 20)" mit a_q und ¢g(z) = —obn(z — 29)". Daher ist die

Zazlo iy " mi 0 und b ™. Daher ist di
Laurent-Entwicklung fiir die Produktfunktion fg von der Form

a,1b0

f(2)g(2) =

P + a_1b1 + agby + (a_1b2 + agb1 —i—albg)(Z—ZQ) + ...,
— <0

weshalb wir a_1bg = a_19(20) als Laurent-Koeffizienten fiir (z — 29) ! ablesen, d.h.

(2.7) Res(fg, 20) = g(20) Res(f, 20).

(d) Ist 2z eine einfache Nullstelle der holomorphen Funktion h, dann kénnen wir die Zerlegung
(1.11) anwenden und erhalten h(z) = (z — 20)g(z) mit einer holomorphen Funktion g, die
g(z0) # 0 erfiillt, weshalb auch 1/g holomorph nahe zy ist. Daraus folgt h'(z) = g(z9) und
weiter ﬁ = ﬁ . ﬁ. Also haben wir 1/h als Produkt dargestellt, wobei 1/¢g holomorph ist
und 1/(z — zp) bei zp natiirlich einen Pol der Ordnung 1 mit Residuum gleich 1 hat. Aus der
obigen Produktformel folgt nun also wegen 1/g(z9) = 1/h/(20) die Formel

1 1
(2.8) Res <ﬁ,zo> = Hz)

(e) SchlieBlich kénnen wir noch (2.6) auf den Fall verallgemeinern, dass zp ein Pol hochstens

m-ter Ordnung von f ist: Die Laurent-Reihe ist dann ndmlich von der Form > 22 an(2—20)"
und somit ist
o0 o
hz):=(z—20)"f(2) = Z an(z — 20)"T = Z A (z — 20)"
n=—m k=0

eine Potenzreihe. Daher berechnet sich deren Koeffizient mit Index k = m — 1 mittels der
(m — 1)-ten Ableitung und liefert a_1 = a(p—_1)—m = Rm=1(z0)/(m — 1)!, d.h.

m—1
(2.9) Res(f,z0) = (ml—l)‘ -Zli_>nZ10 (C;;I_l ((z — zo)mf(z))> .

Beispiel: Betrachten wir f(z) = z/(1 — cos z) mit isolierter Singularitit bei zg = 0. Mit der
Halbwinkelformel 1 — cos z = 2sin?(z/2) erhalten wir

(2 = 20)f(2) =

22 5 (2/2)? _2< z/2

2
T 2sin’(2/2)  Tsin(2/2) sin(z/2)) = 2:1=2  (z=0=2xn)

daher ist 0 ein Pol der Ordnung 1 und Res(f,0) = lim,_,0 zf(z) = 2.
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In der Physik treten viele Kurvenintegrale auf, die sich oft auf
verbliiffende Weise mit Hilfe des Residuensatzes berechnen lassen.
Wir illustrieren dessen Ausgangssituation im nebenstehenden
Bild: Hier sollen zi,...,z7 die isolierten Singularitdten einer
ansonsten auf 2 holomorphen Funktion f sein. Die geschlossene
Kurve v vermeidet alle Singularitdten, umschliefit aber z1, 29, 23
einfach positiv umlaufend, wéahrend z4, 25, 24, 27 auflerhalb von
v liegen und fiir die Integralberechnung irrelevant bleiben.

Residuensatz: Sei f holomorph auf dem Gebiet {2 abgesehen von isolierten Singularitédten.
Sei v eine geschlossene Kurve in €2, auf der keine Singularitidten von f liegen, und welche die
isolierten Singularititen zi, z9,...,2zy von f umschliefit, jeweils einfach positiv umlaufend.
Dann gilt

N
(2.10) /f(z) dz = 2mi Z Res(f, zx).

Y k=1

Beweisidee: Wir zerlegen den Bereich innerhalb v in Teilgebiete,
die jeweils nur eine Singularitdt enthalten, und deren zusétzliche
Randkurven ,,quer zu* v verlaufen. Jedes Stiick dieser zuséatzlichen
inneren Kurven wird zweimal mitverwendet, jeweils mit entegenge-
setzter Orientierung, um zusammen mit geeigneten Teilstiicken von
v eine der Singularitdten z;, (k =1,...,N) einzeln zu umschlieSen.
In jedem dieser Teilgebiete wenden wir (2.4) an. O

Bemerkung: Es gibt eine Version des Residuensatzes fiir in 2 nullhomotope Kurven ~, die
Singularitdten dann auch mehrfach umlaufen diirfen. In diesem Fall ist die jeweilige Umlaufzahl
pro Singularitit zusitzlich zu berticksichtigen (vgl. etwa [KvW, Satz 14.11.4]).

Beispiel: Die komplex rationale Funktion

2 -4 (2-2)(2+2)
f(z) = 2(z—1)2  z(z —1)2

hat einen Pol der Ordnung 1 in z; = 0 und einen Pol der Ordnung 2 in zy, = i, weil
lim, 0 2f(2) = —4/(—4)? = 4 # 0 und lim,; (2 — Z)Qf(z) = (—=1—4)/i = 5i # 0. Wir kénnen
daraus direkt

Res(f,0) = lig(l)zf(z) =4

ablesen. Fiir die Berechnung des Residuums in z3 verwenden wir Formel (2.9) fir m = 2:

. 1. d . . 4
Res(f,i) = 1 m@((z—zﬁf(z)) = lim (1+ ;) —1-4=-3.
22—4:Z_§

Also ergibt sich fiir jede geschlossene Kurve, die 0 und ¢ einfach positiv umléuft, ohne weitere
Rechenmiihe

2’2— z
/f(Z)dz:/w:m(zl—?,):zm_
Y Y
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2.6. Anwendungen auf Integralberechnungen iiber die reelle Achse:

(A) Ein uneigentliches Integral [°7  f(z)dz konnen wir uns vorstellen als Grenzfall von
Kurvenintegralen iiber den Rand von grolen Halbkreisen Kz(0) N {z € C | Imz > 0} mit
R — o0o. Wir nehmen hier an, dass sich f auf C fortsetzen ldsst und holomorph ist abgesehen
von endlich vielen isolierten Singularitdten, die nicht auf der reellen Achse liegen. Der Beitrag
iiber den oberen Halbkreisbogen CE (0) mit Bogenldnge Rm lasst sich dann direkt mittels

grundlegender Integralabschétzung so beschranken:

/ f(z)dz| <mR-sup{|f(2)| | Imz > 0,|z| = R}.
C5 (0)

Wir sehen, dass diese Schranken beliebig klein werden, Im
falls |zf(z)| — 0 fir |2| — oo gilt. Fiir Radien, die so
grofl sind, dass alle Singularitédten der oberen Halbebene
im oberen Halbkreis enthalten sind, kénnen wir den
Residuensatz anwenden und haben nun im Wesentlichen
den Beweis fiir folgendes Resultat skizziert (vgl. [RS1, °
Satz 14.1.3)). R

Methode A: Sei f holomorph auf C abgesehen von endlich vielen isolierten Singularitédten
z1,...,2N, von denen keine auf der reellen Achse liegt. Falls das uneigentliche Riemann-Integral
J25 f(x) d existiert und limpy, .>0 2|00 |2 (2)] = 0 ist, dann gilt

(2.11) /f(x)dxz?m‘ Z Res(f, zi).

Bemerkung A: Falls f beispielsweise mit Konstanten C, R > 0 die Abschitzung

C

fir Imz >0 und |2| > R

erlaubt, dann sind beide Bedingungen aus Methode A an f erfillt.

(Wegen [*_|f(z)|dz = ["[f@)lde + [, p f (@) de < [T [f(@)]do + 20 [ 1225 < oo und
l2f(2)] < Clz|/(1+ |2]?) < C/|z] fiir Im2z > 0 und |z| > R.)

Ahnliche Uberlegungen kénnen wir natiirlich fiir die untere Halbebene anstellen, wobei aber
die Orientierung der unteren Halbkreisbégen dann negativ (also im Uhrzeigersinn) gewéhlt
werden muss, um sich der positiven Laufrichtung in R anzupassen. Die entsprechende Formel
ergibt dann minus die Summe iiber die Residuen der Singularitdten in der unteren Halbebene.

o0
dz
Beispiel A: Wir berechnen / Tt (Das uneigentliche Integral ist konvergent, vgl. Analysis I).
X
—o0
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Die Funktion f(z) := 1/(1 + 2*) erfiillt |2f(2)| < |z|/(1+ |z|*) — 0 fiir |2] — oo und hat Pole
in den Nullstellen des Nenners g(z) := 1 + 2%, d.h. fiir jene z € C mit 2* = —1 = €. Die
Losungen sind die einfachen Nullstellen z;, = e7(142k)/4 (k= 0,1,2,3), wovon zy = ¢/ und
z1 = €7/% in der oberen Halbebene liegen. Wir berechnen die Residuen mittels (2.8) unter
Beachtung von zﬁ = —1 in der Form

1 1 Zk Zk
R = Res(1 = =—=-t=-=
es(f, zr) es(1/g, zk) g (z1) 422 4z,§ 4

und erhalten geméfl Residuensatz nun direkt

7 - ; _ _nteim/4 i3m/4
/ e 2mi(Res(f, z0) + Res(f, z1)) 5 (/% 4 )

T : , s
- /2 ¢, —im/4 i /4 4
= 26' (e +e )—7TCOS(7T/)—\/§.
t 2 cos(m/4)

(B) Methode B (Fourierintegrale): Sei f holomorph auf C abgesehen von endlich vielen
isolierten Singularitédten zi,...,zyn, von denen keine auf der reellen Achse liegt. Unter der
Bedingung lim|,|_, [f(z)| = 0 gilt dann

2mi- Y. Res(e®®*f(z),2z,)  fiir z >0,

1<k<N,
0 Im 2, >0
(2.12) / G F (1) dt =
—oo —2mi- Y. Res(e™f(z),2) fiir x <0.
1<k<N,
Im 2, <0

Ein Beweis findet sich in [RS1, Satz 14.2.1], wobei die Grundidee &hnlich zu den Argumenta-
tionen in (A) ist, es sich aber hier als technisch giinstiger erweist, iiber Rénder von (bzgl. der
imaginiren Achse asymmetrisch liegenden) Quadraten statt von Halbkreisen zu integrieren.

Bemerkung B: (i) Das Integral auf der linken Seite in (2.12) konvergiert zumindest als unei-
gentliches Riemann-Integral, d.h. es existieren beide Grenzwerte I7 := lim, f_or et (t) dt,
Iy :=limg_,o [y € f(¢) dt separat und [°7 et f(t) dt := I + I5. Dies impliziert zwar auch
[0 e f(t) dt = limp_yoo ffR et f(t) dt (Cauchyscher Hauptwert), aber nicht umgekehrt.

(ii) Falls f auf R absolut integrierbar ist, also [p |f(t)| dt < co, dann existiert das Integral auf
der linken Seite in (2.12) auch als Lebesgue-Integral auf R. (Die Bedingung lim,|_, | f(2)| = 0 im
Komplexen wird dann aber weiterhin bendtigt, um die Giiltigkeit der Gleichung (2.12) zu garantieren.)

Beispiele B: 1) Wir betrachten die Funktion g: R — C, gegeben als Fourierintegral durch

oo .
6zxt dt
@)= | 7o

—0o0
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Zunéchst ist g(0) = [0 1_6&2 = arctan(t)|®, =5 — (—5) =7 Wegen 1+ 22 = (2 —i)(z + 1)

hat die komplexe Fortsetzung des Integranden Pole erster Ordnung in —¢ und ¢ und fiir die
Residuen erhalten wir

eixz eizz etz

Res ( ——,+i) = li o = ——.

e (1 122 i) Jm CF e T I
Daher ist fir z > 0 der Wert g(x) = 27iRes (%,z) = me~* und fiir z < 0 ergibt sich
g(x) = —27miRes (%, —i) = me®. Wir sehen, dass wir alle drei Félle fiir x in einer Formel

zusammenfassen kénnen, ndmlich

o0 .
ezxt dt B
(2.13) g(x) = ikl el (z e R).
—0oQ0
T it ,
2) Fir Reb > 0 und = > 0 ist / T b 0, weil die Funktion z +— €"*/(z + ib) keinen Pol
i
—00
in der oberen Halbebene hat.
P ixtdt '
3) Fiir Reb > 0 und = > 0 ist / P 2mie . denn die Funktion z — €**?/(z — ib) hat
—1
—00
zo = 1b = —Imb+ iReb als einzigen Pol der Ordnung 1 in der oberen Halbebene und
eizz . . 1Tz  iwib b
Res (z—ib’zo) —Zh_glo(z—zb)m—e =e .
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Teil B

Fourier-Transformation und
Distributionen
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Vorbemerkung zum Integralbegriff im Hintergrund

Strukturierte und moderne Losungsmethoden fiir partielle Differentialgleichungen bendtigen
Hilfsmittel aus der Analysis, die auf einem Integralbegriff basieren, der gute Konvergenzeigen-
schaften (z.B. von Fourierreihen oder allgemeineren Approximationsverfahren) garantiert. Dies
spiegelt sich darin wider, dass entsprechende Normen auf Vektorrdumen von Funktionen, wie

zB. ||fll = [f(z)|dx oder || f]| =1/ [ | f(x)|? dz, vollstindig sein sollen: Absolute Konvergenz
Yooeq [ fnll < oo soll stets Konvergenz der Funktionenreihe Y 07, f,, ergeben.

Eigenschaften wie oben erwidhnt kénnen durch einen Aufbau der Integrationstheorie nach
Lebesgue erreicht werden, deren Details (vgl. [FK2, §8]) wir iiberspringen (miissen), aber die
Strategien zur Approximation des Integrals von f: [a,b] — R vergleichen sich grob so:

(a) Riemann-Summen: Zerlegung a = 29 < 1 < -+ < xy = b mit Zwischenpunkten
&k € [T, Tp1] und

b N-1
/f(fﬂ) do~ Y f(&) (@pe1 — k).
4 k=0

(b) Lebesgue-Theorie, besser angepasst an Schwankungen von f: Zerlegung der Bildmenge
f(la,b]) durch yo < y1 < -+ < yy mit ,Lingen u(Ey) (Map) von Ey == f~ ([ye—1,yx]) =
{z €a,b] | yk—1 < fz) < yp} und

N-1
[ f@dz S yep(Be)
k=0

[a,b]

Die Suche nach einem geeigneten Begriff von ,Lange“ fiir Mengen wie Ej, fithrt zum Begriff des
Lebesgue-Mafes, das einer moglichst flexiblen Klasse von Teilmengen E C R"™ eine ,,Maflzahl“
u(E) € [0, 00| zuordnet und das elementare Volumen rechentechnisch erweitert. Funktionen
f: R™ — R heiflen dann messbar, falls jede der Urbildmengen f~!([a,b]) = {z € R" | a <
f(z) < b} so eine Mafzahl besitzt.

Ein wichtiger Spezialfall sind Lebesgue-Nullmengen E C R™ mit u(FE) = 0, u.a. weil es ,auf
solche beim Integrieren nicht ankommt“. Diese lassen sich auch elementar charakterisieren: Fiir
jedes € > 0 gibt es eine Folge von (n-dim.) Quadern Iy (k € N), deren Vereinigung F iiberdeckt
und deren Summe uber alle Volumina unterhalb ¢ bleibt. Eigenschaften, die abgesehen von
einer Nullmenge F bestehen, sind in diesem préazisen Sinne fast dberall (f.11.) giltig. Z.B. heifit

f=g fi.

flir zwei messbare Funktionen f,g: €2 — R auf einer offenen Teilmenge 2 C R", dass es eine
Nullmenge E C  gibt mit f(z) = g(x) fir alle z € Q\ E. Zusammen mit Integralbedingungen

der Form ||f|1 := [|f| < oo bzw. ||fll2 = +/[|f|*> < oo fihrt dies auf die normierten

Funktionenrdume L'(2) bzw. L?(Q) — Beispiele von Banach- bzw. Hilbertriumen.

Bemerkung: Wegen der quasi eingebauten absoluten Konvergenz erfasst der Lebesgue-
Integralbegriff allerdings nicht alle praktisch relevanten uneigentlichen (Riemann-)Integrale.

Z.B. sind [*° #2Z 4y oder die Fresnel-Integrale [3° cos(%x?) dr und [5° sin(%ﬂ) dx nicht als

Lebesgue-Integrale konvergent, wohl aber im Sinne der uneigentlichen Integrale.
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3. Fouriertransformation

3.0. Heuristik des Fourierintegrals: Fiir die Heuristik des Begriffes einer Fouriertransfor-
mierten erinnern wir uns zunéchst an Fourierreihen und stellen uns eine Funktion u: R — C

als ,,Funktion mit unendlicher Periodenldnge co = llim 20 vor. Wére u einfach 2[-periodisch,
— 00

dann hétten wir die Fourierentwicklung

mit den Koeffizienten

! !
]. inmTx 1 1 s M ]_
Cn = = /u(m)e* Ml = — 1 /u(m)e*lT“ de = — Egl(ﬂ),
l l l

wobei wir zwischenzeitlich die Funktion g;: R — C mit der erhofften Eigenschaft

l 00
1 —yr —1 w(z)e W de =: 1 00
gl<y>:=m/lu<x>e do mi (@) da =sly) (1= )

eingefithrt haben. Mit derartigen Beobachtungen kénnten wir obige Fourier-Approximation
mit Hilfe von Riemann-Summen fiir Zerlegungspunkte y,, := % von R, somit yn11 — yn = 7,
und Zwischenpunkten 7, := yp, € [Yn, Yn+1] nach einem waghalsigen Grenziibergang [ — oo so
beschreiben:

o0

u(z) ~ — E —gl—)e T = — E - em"xzi/ﬂ et dy.
( ) \/ﬂ = I gl( l ) m n:_oo(yn-i-l yn> gl(nn) o (y) Yy

— 00

3.1. Fouriertransformation fiir L!-Funktionen: Fiir eine integrierbare Funktion u €
L'(R™) setzen wir (mit der Notation (z,y) fiirr das Standardskalarprodukt von Vektoren z,y € R™)

1

W/efi@’y)u(a:) de (y € R").

(3.1) u(y) == (2m)

R

Wegen |a(y)| < ([ |u(z)|dz)/(27)"? = ||lu||1/(27)™? ist G: R®* — C beschrinkt und als
Parameterintegral (bzgl. y) auch stetig, was leicht aus Resultaten der Lebesgue-Theorie folgt.

Beispiel: In der Beugung am Spalt mit Breite 2a > 0 modelliert die Funktion u: R — R mit
u(z) =1 fir |z| < a, u(z) = 0 sonst, die Durchléssigkeit des Spaltes. Fiir y = 0 haben wir
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natiirlich einfach u(0) = [u(x)dz/v2r = 2a/+/27, wihrend wir fiir y # 0 auch direkt u(y)
wie folgt berechnen:

T ’ e~y |77 1 2
Vorau(y) = / e~ Yy(z) dr = /efixy dr = — = — (671'%’ - emy) = —sin(ay).
W, vy Y
—00 —aQ -
Wegen lim,_;q sm(y v 1 kénnen wir dies insgesamt in einer Formel zusammenfassen:

2a sin(ay) = 2a

a(y) = m ay - m sinc(ay) (y € ]R)

[\~}
N
Sis

)

JE

3.2. Ableitungs- und Multiplikationsoperatoren: Betrachten wir im eindimensionalen
Spezialfall fiir eine Funktion v € L'(R) N C'(R) mit den Zusatzeigenschaften, dass sowohl u’
als auch x — zu(x) integrierbar sind, die folgenden Relationen: Zunéchst erhalten wir mit
partieller Integration®

V2rul(y) = /e_”yt/(fﬂ) dx = —/(—iy)e_i%(w) doe = V2riya(y), dh. (s')(y) = ya(y),

und mit der Beobachtung ze ¥ = id%(e_my) im Parameterintegral auch

—

\/ﬂ(:zu)(y) :/efixyxu dx = z—/ ﬂxyu )dx = Vori a'(y), d.h. (@)(y) = ! ' (y).

Mit der Notation (Qu)(z) := zu(z) und (Pu)(z) := 1u'(x) schreiben sich diese Relationen
ganz kompakt in der Form

(3.2) Pu=Qu und Qu=—Pi

und nehmen auch schon ein wenig den Ortsoperator @) und den Impulsoperator %P aus der
Quantenmechanik vorweg.

!Diese ist zuldssig, denn u(€ +f€ '(z) dz und die Integrierbarkeit von u’ zeigen, dass beide Grenzwerte
lime 400 u(€) existieren; Well U 1nsbesondere auch als stetig vorausgesetzt ist, kann aber keiner dieser
Grenzwerte ungleich 0 sein, ohne die L'-Bedingung f |u| < oo zu zerstoren.
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Im n-dimensionalen Analogon mit x = (x1,...,x,) ist
1
(Qru)(z) = zpu(x) und (Pru)(z) = B Ou.

Fiir das Weitere verwenden wir am besten die Multiindexschreibweise fir o € Njj mit o =
(a1,...,0ap), la] := a1+ ... + ap und P := Pt --- PO sowie Q% := Q7' -+ Q%". Dann
ergeben sich (vgl. [FK2, §12, 2.2]) mittels mehrfacher partieller Integration &hnlich wie im
eindimensionalen Spezialfall die Austauschformeln

(3.3) Poyu=Q%% und Qou = (—1)llpeg

unter den Annahmen |a| < m € N, u € L'(R") N C™(R"), P € L*(R") und Q%u € L'(R").

Die erste Formel in (3.3) besagt z.B. fiir a = 2ey, jeweils (—02u)(y) = y7 @(y) und ergibt in
Summe iiber k = 1,...,n dann mit A := 9% + ... + 92 die Relation

(3.4) (CAa)(y) = llyl* ay).

Bemerkungen: (i) Fiir sehr glatte Funktionen u mit integrablen Ableitungen folgt durch
N-fache Anwendung von A auf der linken Seite also auch, dass die Funktion |y|*V(y)
beschrankt ist, d.h. je glatter u (mit integrablen Ableitungen) ist, desto stdrker muss % im
Unendlichen abfallen.

(ii) Mit der zweiten Formel in (3.3) kénnen wir ein analoges Spiel treiben und erkennen, dass
ein stark abfallendes u auch eine besonders glatte Fouriertransformierte u erzwingt. Das geht
soweit, dass wir sogar Folgendes festhalten diirfen: Ist u: R — C stetig und verschwindet
auBerhalb eines beschrinkten Intervalls, dann ist & analytisch und als holomorphe Funktion
auf ganz C fortsetzbar. Es gibt davon auch eine n-dimensionale Version.

(Fiir die Begriindung sei u(z) = 0 fiir || > R, womit klar wird, dass nun /27 i(y) = ffR e~ @Yy (x) dw
auch fiir beliebige y € C definiert ist; auflerdem lassen sich dann miihelos die Cauchy-Riemann-
Gleichungen fiir das Parameterintegral nachweisen.)

(iii) Wenn wir L!-Funktionen durch glatte und stark abfallende Funktionen approximieren,
dann liefern Standardabschiitzungen aus den Austauschformeln (3.3) im L!-Limes das folgende
Resultat, das als Lemma von Riemann-Lebesgue bekannt ist:

Fiir jedes u € L' ist U stetig und es gilt lim 500 U(y) = 0.

3.3. Eigenschaften und Rechenregeln der Fouriertransformation auf L': Wir schrei-
ben der Einfachheit halber ab nun oft nur L! statt L'(R").

o Fiir u € L' ist U stetig und beschrénkt, also auch @v € L', falls v € L!. Somit kénnen
wir in folgender Rechnung iterierte Integrale nach dem Satz von Fubini in beliebiger
Reihenfolge auswerten und erhalten

iy = o [ [ et dev)dy
R~ R" Rn

= /u(a:)(%:)n/2 /e*“x’wv(y) dydx = /u(az)ﬁ(az) dz,
Rn

Rn Rn

d.h. ’ (w,v) := [av = [ub=:(u,0) ‘
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« Die Fouriertransformation iibersetzt Translationen in Modulationen: Ist w € L!, a € R®
und (Tpu)(x) := u(z — a) (z € R™), dann berechnen wir mittels simpler Substitution

— 1 1

Tou(y) = e / e @Y y(x — a) dr = T / e~ 1@y (1) dar = 1OV G(y).

Mit der Notation (Myu)(z) := b2 y(z) fiir die Modulation heifit dies |Tou = M_o|.

e Durch eine sehr dhnliche Rechnung ergibt sich auch Ma\u =T,u|

o Das Verhalten der Fouriertransformation bzgl. Skalierungen (Syu)(x) := u(Ax), A > 0,
x € R™ist fiir u € L' auch leicht direkt mit einer Substitution nachzurechnen; wir miissen
nur beachten, dass fiir r > 0 die Determinante der Jakobi-Matrix von = — rz = £ gerade
r™ ist und erhalten

n

I 1 ; x r .
- _ - —i{z,y),, (< - —ir(€,y) _ e
S1/pu(y) (%)n/QR/e u(r) da (QW)n/QR/e w(€) d€ = ra(ry),

d.h.| Sy 0= r"S,a|

e Falls u € L'(R") von Produktform u(z1,...,z,) = ui(z1) - up(wy) mit u, € L1(R)
(k = 1,...,n) ist, dann folgt wegen exp(—i(z,y)) = exp(—i(x1y1 + ... + Tnyn)) =
exp(—iz1y1) - - - exp(—ixnyy,) und wiederum nach dem Satz von Fubini einfach

. 1 z iz _ _
Uy, yn) = ——= || /6 Mhug(zx) drg = ui(y1) -+ Un(Yn)-
(\/27‘1’) k=1p

Beispiel (Fouriertransformation von Gauf3-Funktionen): Wir betrachten die mit ¢t > 0
skalierten Gauf3-Dichtefunktion

u(l‘) = eit”xHQ = eitzi [P eitx% — ’U(:pl) [P ’U(.Tn) (I = Rn)’

wobei wir v(s) := et fiir s € R gesetzt haben. Um die Fouriertransformierte von w erhalten
genligt es also, jene von v zu bestimmen. Wir skalieren das einmal kurz um und schreiben
v(s) = vp(v/2ts) mit der Standard-GauB-Funktion

vo: R =R, (&) = e €12,

Es gilt v9(0) = 1 und v(§) = —&vo(§), daher Pvy = iQup und vp(0) = 1. Die Austauschformeln
(3.2) ergeben nun - -
Pug = —Qug = iPvy = iQ o,

d.h. g erfillt dieselbe (gewthnliche lineare) Differentialgleichung (erster Ordnung) wie wp.

Auflerdem ist 1

W(0) = <= [ uals) ds = = Vor = 1,

wie wohl spéatestens aus Analysis II bekannt ist. Somit erfiillt 75 auch dieselbe Anfangs-
bedingung wie vg. Wir schlieBen daraus also — die Standard-GauB-Funktion ist
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also ein Fixpunkt unter der Fouriertransformation — und mittels Skalierungseigenschaft der
Fouriertransformation weiters

5(n) = (S o)) = —=vo(—L) = =%
va NoTRAVOT AN TR
Wir fiigen nun alles wieder zusammen und gelangen zur Formel

1 1 2
(3.5) i(y) = (zt)n/f_% fiir u(z) = eI,

Am Ende der Diskussion in 3 0 zur (eindimensionalen) Heuristik der Fouriertransformation
entstand die Formel u(z) ~ \ﬁ 22 a(y)e*t dy = 4(—2) und auch diese lisst sich préizisieren.

Wir formulieren hier nur das Resultat, ein Beweis findet sich in [FK2, §12, 3.4].
Umkehrsatz fiir L': Sind sowohl « als auch @ in L', dann gilt fiir jedes € R™ die Gleichung

1

RTL
Insbesondere folgt fiir u € L' aus 4 = 0 stets u = 0.

3.4. Fouriertransformation und Faltung: Fiir zwei Funktionen u,v € L' ist die Faltung
(oder das Faltungsprodukt) definiert als jene Funktion u x v: R™ — C, die fast iiberall gegeben
ist durch

wso(a)i= [ ule =~ yoy)dy.

Rn

Man kann zeigen, dass u* v = v *u und u * v € L' gilt. Somit ist die Fouriertransformierte
von u * v definiert und die besondere Bedeutung ergibt sich aus dem folgenden Zusammenhang
mit der Multiplikation:

(3.6) wxo=(2m)"%0- 7.

Die Beweisskizze dazu verlduft entlang folgender Berechnung, wobei die Vertauschung der
Integrationsreihenfolge im dritten Schritt ein bisschen delikater ist (sich aber durch den Satz von
Tonelli aus der MaB- und Integrationstheorie rechtfertigen lasst; vgl. z.B. [FK2, §12, 3.5(c)]):

(27 % u*o(z) = /e “e, >(u*v)( )dz = /e*i<x’z>/u(z —y)u(y) dydz
= [ [ utz — yydz o) dy = (2m)F () [0y dy = @n) @) )

(2m)"/2 u(x) (2m)"/2 v (x)

3.5. Fouriertransformation von rasch fallenden Funktionen: Der Umkehrsatz fiir die
Fouriertransformation auf L' birgt eine Asymmetrie, weil die Zusatzbedingung @ € L' in
der Praxis nicht leicht iiberpriifbar ist und auch in vielen Féallen nicht zutrifft, wie schon das
Beispiel in 3.1 zeigt. Das Lemma von Riemann-Lebesgue in 3.2, Bemerkung (iii), garantiert
ja blof3, dass u stetig ist und im Unendlichen gegen 0 geht. Wir geben daher nun mit Hilfe
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der Erkenntnisse aus 3.2 tiber Ableitungs- und Multiplikationsoperatoren einen Teilraum von
LY(R™) an, der unter Fouriertransformation in sich selbst abgebildet wird.

Fiir einen Multiindex o = (o, ..., ) € Nj und = = (z1,...,2,) € R" schreiben wir 0% :=
ot - 09 sowie x® 1= x{" - - 2%, Wir nennen eine komplexwertige Funktion u € C*°(R")
rasch fallend (oder auch Schwartz-Funktion), falls fiir alle a, f € N§ die Funktion z +— 2*9%u(x)
beschrénkt auf R™ ist. Das lisst sich technisch leicht iibersetzen in die dquivalente Bedingung,
dass fiir alle m € Ny und 3 € Njj die Funktion

z— (14 ||z)|™)0%u(z)

beschrankt auf R™ ist. Die Menge der rasch fallenden Funktionen bezeichnen wir mit . (R")
oder auch kurz .#. Z.B. ist @ = exp(—=A\|z||?) fiir jedes A > 0 eine Funktion in .7.

Es folgt direkt . C L' N L? und, dass fiir u € ., @ € N§ auch stets P%u,Q% € &
gilt. Weiters ist fiir eine beliebige glatte Funktion v, fiir die jede Ableitung 0%v polynomial
beschrinkt ist, d.h. es gibt ¢ > 0 und m € Ny mit

0% ()] < eI+ [[z]™)  (z € R),

auch das Produkt vu € .7 fiir jedes u € .77.

Eine kleine technische Uberlegung mit Parameterintegralen (vgl. [FK2, §12, 3.2]) zeigt auch,
dass . hervorragende Eigenschaften bzgl. des Faltungsproduktes hat:

Fiir u,v € .7 folgt u* v € .7 sowie 9°(u x v) = (0%u) x v = u * (0%v).

Nachdem fiir v € .7 und 8 € N} stets auch Q°u € . C L' gilt, konnen wir die Austauschfor-
meln (3.3) anwenden und erhalten Glattheit von @ wegen Stetigkeit von PP 1 = (—1)I#Q5w.
Weiters ergibt sich fiir beliebiges o € Njj wegen PQPu € . C L' und der Beschriinktheit

von QPP 1 = (—1)BlPeQBuy als Fouriertransformation einer L'-Funktion nun sukzessive,
dass auch @ eine rasch fallende Funktion ist. Somit haben wir den Nachweis des folgenden
Resultats skizziert:

Fir u € .7 ist auch u € . und fiir beliebiges a € Njj gelten die Austauschformeln
Pou=Q%0 und Qou=(—1)peg

gleichlautend zu (3.3) (aber ohne einschriinkende Bedingungen). Speziell beinhaltet dies auch

— —

(3.7) (—idpu)(y) = yealy), (zpu) =idka, Auly) = —|ly|>a(y).

Die entscheidende strukturelle Starke des Vektorraumes .¥ der rasch fallenden Funktionen
besteht nun in der folgenden Eigenschaft.

Umkehrsatz: Die Fouriertransformation F: . (R") — . (R"), u — @ =: Fu ist linear bijektiv

und es gilt
1

u(z) = o3 / @Y G(y) dy (ue s xelR"),
Rn

(2m)

d.h. fiir jedes v € . gilt
(T ) (z) =0(—z) (z €R").
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Beweisskizze: Fiir die GauB-Funktion g(z) := exp(—||z[|?/2) und r > 0 setzen wir g, := Sy ,.g,
dann wissen wir aus 3.3, dass g, = F(S}/,.9) = r"S,g = r"'S,g gilt. Zusitzlich bemerken wir
die punktweise monotone Konvergenz

2
_ =l

gr(x)=e€e 2T 71 (r— o0),

aber natiirlich stets mit g, € .7 fiir jedes > 0. Das Integral [ e**¥ i(y) dy sollte sich daher
brauchbar durch [ €*®¥ 7(y)g,(y) dy approximieren lassen.

Beachten wir noch die Ubersetzung zwischen Modulationen und Translationen vermoge der
Fouriertransformation, konkret e“®¥(y) = (M,u)(y) = T_,u(y), dann ergibt sich mit einer
weiteren Eigenschaft aus 3.3 und der Substitution z = ry im letzten Schritt der folgenden
Berechnung nun

/ ii@’w W(y) 9-(y) dy = (T—pui, gr) = (T, §v) = (T, 7" Syg)
n
R™ (M)
z
— [uty+ gty dy = [u(Z+2)g(z) d.
Rn

R

Im Limes r — oo kommen wir ganz links auf [ M,u und ganz rechts auf u(x) [ g, wobei das
GauB-Integral bekanntlich [z, g(z) dz = (27)"/? ergibt; zusammenfassend erhalten wir also

[ aty)dy = 2 u(a)
Rn

und somit die Behauptung. O

Schliefllich bemerken wir noch, dass auch Faltung und Fouriertransformation auf . wunderbar
Hand in Hand gehen (fiir den Beweis siehe [FK2, §12, 3.5)):

Fiir alle u,v € . gilt: w*0 = (2n)"20 -7 sowie U0 = (21)"/? (u/T)

Beispiel (Resolventengleichung von —A): Fir gegebenes f € .(R") und A € C wollen
wir die Losbarkeit der Gleichung

(~A—Nu=f
mit v € .(R") studieren. Im Falle f = 0 wére dies eine Figenwertgleichung. Mittels Fourier-
transformation erhalten wir sofort die (in .#!) d4quivalente Bedingung

~

(%) (yl* =N ay) = fy) (yeR™).

L. Fall A > 0: Die Existenz einer Losung héngt stark von spezifischen Eigenschaften von f ab,
weil fiir alle y € R™ mit ||y|| = VA zwingend f(y) = (||ly||*> — \) @(y) = 0 folgt. Z.B. mit der
GauB-Funktion fiir f, also f(z) = exp(—||z||?/2), gibt es dann gar keine Losung u € .7.

2. Fall A € C mit ReX < 0 oder (ReX > 0 und Im A\ # 0): Dies beschreibt also fiir A das
komplexe Gebiet, das aus allen Punkten auflerhalb der Halbachse der nichtnegativen reellen
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Zahlen besteht. Somit hat A einen positiven Mindestabstand p > 0 zu dieser Halbachse, es gilt
also
lyl>=A|=p>0 (yer™).

Die Funktion h: R™ — C mit h(y) := 1/(||y||>— ) ist daher glatt und jede Ableitung sicherlich
polynomial beschrankt auf R™, weil alle Ableitungen von h rationale Funktionen in den

Variablen y1, ...,y sind und alle auftretenden Nenner durch Potenzen von p beschriankt sind.
Daher ist hf € . und wir konnen die Gleichung (x) durch v € . mit @ = hf 16sen, d.h.

u(z) =9~ Ax—; ei<$:>ﬂ T n
(@) = F (hf)(x) = %WRZ ey (e R

ist eine Losung der Resolventengleichung. Weil u durch (x) als glatte Funktion festgelegt ist
und JF injektiv, ist die Losung u sogar eindeutig.

Im Spezialfall n = 1 und A = —a? mit a > 0 kénnen wir die obige Losungsformel noch
viel konkreter ausformulieren. Wir haben in dem Fall h(y) = 1/(y? + a?), also h € L*(R)
und ein Blick auf (2.13) zusammen mit einer einfachen Substitution ¢t = y/a liefert sofort
h(z) = /me~ el /(ay/2) =: v(x), insbesondere auch h € L'(R). Nach dem L'-Umkehrsatz und
wegen h(—y) = h(y) folgt daher h = v und wir erhalten in obiger Losungsformel

~ 1

1B - 17
w(z) =F H(hf)(z) =F (@ )(x)Z\/ﬂ(v*f)(x)Zm/v(w—y)f(y)dy

1 \/> —a|a: | —alz—y|
“var ) st Ty =5 / Ty

3.6. Fouriertransformation auf L?: Die rasch fallenden Funktionen liegen dicht in L?(R"),
d.h. zu jedem f € L? gibt es eine Folge (t, )men von Funktionen u,, € . mit der Eigenschaft
If — uml|l2 = 0 fiir m — oo ([FK2, §10, 3.3]). Daher wollen wir die Fouriertransformation
F: .Y — . durch Grenzwertbildungen zu einer (genau gleich bezeichneten) linearen Abbildung

F: L? — L* ausdehnen. Wir erinnern daran, dass |[flla = /[1f]? = V/(f,f) mit dem
komplexen Skalarprodukt (f,g) = [ fg ist.

Dieses ,,Ausdehnungsprojekt* funktioniert auf Grund der folgenden Eigenschaften' Zunéchst
bemerken wir, dass fiir u € .7 wegen [ e "W u(—g)dr = [ @Y u(z)dz stets u(—x)(y) =
u(—y) gilt und

1

G / e Hu(r) dr = u(—y)
Rn

u(y) = o)

~ o~
= =
= =

ist, somit also u(z) = u(—x) = @(x), d.h. kurz @ = 4. Damit und kombiniert mit der
ersten Higenschaft aus 3.3 gehen wir nun fiir beliebige u,v € .¥ in die Berechnung von

L?-Skalarprodukten
(u,v) :/Ev:/ﬁv:/ﬁﬁz (u,v).

Insbesondere folgt daraus ||i]|2 = ||ul|2 und zusammenfassend gelangen wir zum
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Satz von Plancherel: Die Fouriertransformation ldasst sich ausdehnen zu einem unitaren
Operator F: L2(R") — L%(R"), d.h. F ist linear bijektiv und erfiillt

(Fu, Fv) = (u,v), insbesondere |Fulla = |ul|2-

Bemerkung (Hermite-Funktionen in einer Dimension): Fiir n € Ny sei H,: R - R
definiert durch

2 dn 2
Hy(z) = (—1)"" —— (%),

(@) = (-1 ()
¢n = 1/4/y/mn!2" und h,: R — R gegeben durch

I2
hn(z) := cpe” 2 Hy(x).

Dann liisst sich zeigen ([FK2, §12, 5.2]), dass h, € . C L? gilt und ||hy||2 = 1 bzw. konkreter
noch

<hma hn) = 5mn7
also ist {h, | n € Ng} ein Orthonormalsystem in L?. Es ist sogar ein vollstindiges Orthonor-
malsystem, weil fiir jedes u € L? im Sinne der Konvergenz bzgl. ||.|2 die Reihenentwicklung
oo
u= Z(hn, u)hy,
n=0

mit eindeutigen Koeffizienten gilt. Vergleichen Sie das mit Orthonormalbasis-Entwicklungen
in unitdren Vektorrdumen aus der Linearen Algebra.

Als zuséatzliche Sondereigenschaft stellt sich heraus, dass die n-te Hermite-Funktion h,, jeweils
eine Eigenfunktion der Fouriertransformation ¥ mit Eigenwert (—i)™ ist, d.h.

o~

Fon = (=)™ hin.
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4. Distributionen

Wir skizzieren hier Methoden, die es erlauben den Begriff der {iblichen Funktionen zu verallge-
meinern, z.B. um auch Ableitungen von nichtdifferenzierbaren Funktionen oder Grenzwerte
fiir klassisch nicht konvergente Folgen oder Reihen zu erhalten.

4.1. Zwei paradigmatische Beispiele:

1) Wir betrachten eine Folge (uy)ren von Skalierungen
ug(x) :=kg(kz) (zeRkeN)
der Standard-GauB-Funktion g € .(R),
glx) = "2 )Vom,

mit der Eigenschaft [¢g = 1. Dann gilt vy € . und
J ug = 1 fiir jedes k € N. Die Folge (uy) ist unbeschrénkt
im L?, denn

o o k 007
g = [ BothkoPdr =k [ g2 dy= - [ e dy o0 (5 o0).

—0o0

Aber im Skalarprodukt mit jedem festen ¢ € . haben wir Konvergenz! fiir k — oo:
(ug, ) /kg (kz)p(x) do = /9 e(y/k) dy — (0 /g = ¢(0).

Wollten wir nun diesen Grenzwert auch als Skalarprodukt ¢(0) = (u, ¢) mit einer — wenigstens
lokal Lebesgue-integrierbaren — Funktion w interpretieren, so miissten wir hinnehmen, dass
dies unmdoglich ist ([FK2, §13, 2.4]). Dennoch ist die Zuordnung dp: . — C, ¢ — ¢(0) ein
lineares Funktional, das wir hier sozusagen als punktweisen Limes der Folge von linearen
Funktionalen ¢ +— (ug, ) erhalten haben.

2) Schwache Losungen der Wellengleichung: Fiir jede Funktion f € C2(R) und ¢ > 0 ergibt

1
(4.1) w(@,t) == S (f(w+ct) + fz - ct))
eine Losung des folgenden Anfangswertproblems fiir die Wellengleichung;:

Otu = 29%u, wu(x,0) = f(x), u(r,0)=0.

'Hier kommt zum Beispiel ,still und heimlich“ der Satz {iber dominierte Konvergenz aus der Lebesgue-
Integrationstheorie zum Einsatz.
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Das wird einfach durch direktes Nachrechnen klar und im Zeitverlauf bzgl. ¢ > 0 lassen sich die
Graphen von x — u(z,t) interpretieren als arithmetisches Mittel des nach links (z — f(z+ct))
und nach rechts (z — f(z — ct)) gewanderten anfénglichen Wellenprofils.

Nun héngt die Konstruktion (4.1) der wandernden Wellenprofile eigentlich gar nicht von
der C%-Regularitit von f ab und kann natiirlich fiir weitaus allgemeinere, auch unstetige,
Funktionen sinnvoll eine Wellenausbreitung beschreiben, insbesondere also auch Stofiwellen
mit Sprungstellen im Anfangsprofil f. Aber in welchem Sinne kénnten solche Funktionen
u(z,t) = (f(x+ct) — f(x — ct))/2 noch als ,Losungen einer Wellengleichung® gelten?

Dazu probieren wir wieder den ,Skalarprodukttrick”: Wir multiplizieren zunachst die Wel-
lengleichung 02u — c?9?u = 0 fiir eine klassische Lésung u mit einer glatten Funktion ¢ auf
R?, die auBerhalb einer kompakten Menge verschwindet. Die Wahl solcher Testfunktionen
@ erlaubt uns ndmlich beim anschlieffenden Integrieren Randterme zu vernachlassigen. Wir
wahlen dazu unten im ersten Schritt die Integrationsreihenfolge in den Termen jeweils so, dass
wir im inneren Integral partielle Integration anwenden kénnen und berechnen also

0= /(8t2u — 20%u) (z, t)p(x,t) d(x, t)
R2

= / OFu(z, t)p(x,t) dt do — 2 / Ou(x, t)p(x,t) da dt
= —/ Owu(x, t)Opp(x, t) dt do + 02/ Oru(x,t)0pp(z,t) d dt
= // u(z,t)02p(x, t) dt dr — 2 // u(z,t)0%p(x, t) dx dt

_ / u(z, )02 — 20%0)(x, 1) d(z, t).
]RQ

Wir haben somit die Differentiationen von w auf die , Testfunktion“ ¢ hiniibergewélzt und am
Schluss einen Ausdruck erhalten, der auch fiir unstetige Funktionen u zumindest definiert ist;
u braucht nur iiber kompakten Teilmengen von R? integrierbar zu sein, was lokalintegrabel
genannt wird. Fir solche Funktionen v haben wir nun also den Begriff einer schwachen Lésung
der Wellengleichung entwickelt, welcher fordert, dass fiir jede Testfunktion ¢ die Gleichung

(4.2) / (@, £)(82¢ — E02) (2, 1) d(z, 1) = 0
R2

besteht. Mit etwas Miihe, aber im Prinzip elementar, kann man z.B. nachweisen, dass eine
Funktion u, die wie in (4.1) aus einer beliebigen lokalintegrablen Funktion f auf R entsteht,
fiir jede Testfunktion ¢ tatséchlich die Gleichung (4.2) erfiillt, also eine schwache Losung ist.
Weiters stimmt es auch, dass eine schwache Losung, die mindestens Regularitit C? hat, stets
eine klassische Losung der Wellengleichung ist. (Der Beweis fiir diese Tatsache benétigt als Lemma,
dass die Eigenschaft [ve = 0 fiir jede Testfunktion immer v = 0 f.ii. impliziert.)

Zusammenfassend sind wir zum Begriff der schwachen Losung gelangt, indem wir u vermoge
© — (u,p) := [up als lineares Funktional auf den Testfunktionen aufgefasst haben und
Ableitungen durch die Resultate einer partiellen Integration fiir klassische Losungen modelliert
haben. D.h. wir haben quasi z.B. d,u fir eine eventuell auch unstetige Funktion u definiert
durch die Wirkung des Funktionals auf Testfunktionen: (0yu, ) := —(u, d,¢) etc.
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4.2. Das Konzept der Distributionen: Fiir eine offene Teilmenge 2 C R™ bezeichnen
wir mit 2(Q2) = C2°(Q) den Vektorraum aller Testfunktionen, das ist die Menge? aller C'*°-
Funktionen, die auflerhalb einer kompakten Teilmenge von 2 verschwinden. Im Falle 2 = R”
schreiben wir oft kurz 2 statt 2(Q).

Wir nennen eine Folge (¢r) von Testfunktionen konvergent gegen die Testfunktion ¢, falls
es eine kompakte Teilmenge K C () gibt, sodass fiir jeden Multiindex a € N} gilt: Jedes ¢y,
verschwindet auflerhalb K und 0%py — 0%p gleichméBig fir k — oco.

Eine Distribution (oder verallgemeinerte Funktion) auf 2 ist ein stetiges lineares Funktional
U: 2() = C, p— (U, ), d.h.

(i) (U,ap + b)) = a(U, p) + b{U, ) fir ¢, € 2(Q) und a,b € C,

(ii) ¢ — 0 impliziert (U, ) — 0 (k — o0).  (Bem.: Daraus folgt or — ¢ = (U, pr) — (U, ¢).)

Die Menge aller Distributionen auf € bezeichnen wir mit 2’(2), kurz 2’ im Falle von Q = R"™.

Beispiele: 1) Fiir festes ¢ € R" ist die Dirac-Distribution 65, € Z' gegeben als Auswertung

(029, %) := p(z0) (¥ € D).

2) Fiir jedes j =1,...,n ist ¢ — 0j¢(zo) eine Distribution; auch ¢ — 0%p(x¢) fiir a € N.

3) Wir bezeichnen die Menge aller lokalintegrablen Funktionen auf R™ mit Llloc, d.h. diese sind
integrierbar auf jeder kompakten Teilmenge. Fiir f € LllOC erhalten wir durch die Zuordnung

@ /fcp =: (If, )

eine sogenannte reguldre Distribution Iy. Wir schreiben in dem Fall aber oft auch einfach
(f, @) statt (I¢, ). Wie bereits in 4.1, Beispiel 1), erwéhnt ist die Dirac-Distribution d,, nicht
regulir, d.h. es gibt kein f € L] _ mit 8,y = I bzw. ¢(x0) = [ fo fiir alle Testfunktionen ¢.

4) Wir betrachten die Heaviside-Distribution Iy auf R, die als reguldre Distribution entsprechend
der Heaviside-Funktion 6 € L] (R) mit 0(z) = 0 fiir # < 0 und 6(z) = 1 fiir z > 0 gegeben ist

(der Wert bei x = 0 ist fiir die distributionelle Wirkung unerheblich) und schreiben auch gleich 6
statt Iy, d.h.

Bemerkung: Die Menge 2’ ist natiirlich ein Vektorraum, weil fir a,b € C und u,v € 2’ das
lineare Funktional au + bv € 2’ wie iiblich durch die Wirkung auf Testfunktionen gegeben ist,
d.h.

{au + bu, ) = a{u, p) + blv, @),

und somit selbst ein lineares Funktional sowie stetig im Sinne von (ii) in der obigen Definition
ist. Wir kénnen also z.B. auf R die Distribution 5y + 36 betrachten mit der Wirkung
@ — 59(0) + 3 [5° ¢(z) d.

*Wie z.B. in [FK2, §10] gezeigt wird, ist 2(f2) durchaus reichhaltig.
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4.3. Konvergenz: Eine Folge (Uy)ren von Distributionen ist konvergent gegen die Distribution
U, Notation Uy — U fiir k — oo, falls fiir jede Testfunktion ¢ gilt

Uk, ) = (U,) (k= o0).

Beispiele: 12) Wir hatten in 4.1, Beispiel 1), die Folge (u;) von Funktionen auf R mit
ug(z) = ke~ 5‘2/2/\/%. Fassen wir jedes uy, als regulire Distribution uy, € &2’ auf, dann zeigt
die dortige Rechnung gerade u; — Jg fiir £ — oo im Sinne der Distributionen, weil 2 C .%
gilt und sich daher auch fiir jede Testfunktion

(i) = [ up = (0) = (G0, 0) (ko)

ergibt.

2) Ist p: R™ — R eine stetige nichtnegative Funktion, die aulerhalb der Einheitskugel ver-
schwindet und [ p = 1 erfiillt, dann koénnen wir fiir fixes g € R™ und beliebiges r > 0 die
Funktion

ur(e) = = p(2=20) (ze R

T T
definieren. Es gilt u, — 0, (r — 0) im Sinne der Distributionen, denn fiir jede Testfunktion
@ berechnen wir mittels einfacher Substitution und dominierter Konvergenz

T — xg dx

) = [ (=) 0@) S = [ o)ty +a0) dy = plao) [ py) dy = o) = (a0r -
R” R” R”

Nach Konstruktion ist w, > 0 stetig, verschwindet aulerhalb der Kugel vom Radius r um xg

und erfiillt [wu, = [ p = 1. Allgemeiner gilt fiir jede Familie von Funktionen u, (r > 0) mit

diesen drei Eigenschaften stets u, — 0, in 2’ fir r — 0 (vgl. [FK2, §13, 3.2]).

Bemerkung: Da die Funktionen w, im Beispiel 2) fiir kleiner werdendes r > 0 immer stérker
nahe z lokalisiert sind und w, > 0 sowie [w, =1 gilt, kann dies im Limes als punktformig
konzentrierte Einheitsdichte in x( interpretiert werden. Insofern kann beispielsweise ¢dg,
mit ¢ € R fiir die Modellierung einer Punktladung in zy verwendet werden; endlich viele
Punktladungen mit Werten ¢qi,...,qy an den Stellen z1,...,zxy werden dann einfach durch
die Linearkombination 105, + ...+ gndz, in 2’ dargestellt.

4.4. Differentiation: Die grundlegende Idee fiir die unten folgende Definition von distributio-
nellen Ableitungen haben wir schon am Ende von Beispiel 2) zu schwachen Losungen in 4.1
entwickelt. Hier kénnen wir diese Erkenntnis nochmal im Kontext einer regularen Distribution
Iy entsprechend einer C'-Funktion f auf R konkreter machen, weil in dem Fall sowohl f als
auch die Ableitung f’ zu L{. . gehort: Fiir jede Testfunktion ¢ ist nimlich

loc

Upog) = [ F@pla)de = - [ fa)e @) de = {15, ¢).
Ahnlich erhalten wir allgemeiner fiir f € C™(R") und « € N mit |a| < m auch

(Ioag, ) = (=1)°U(I7,0%).
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Wir definieren daher fiir eine Distribution U auf R™ die Ableitung 0°U € 2’ fiir o € Njj durch
ihre Wirkung auf Testfunktionen (Linearitit und Stetigkeit von U ergeben sich unmittelbar)

(0°U, ) := (=1)*W(U,8%p).

Beispiele: 1) Fiir die Heaviside-Distribution (bzw. Funktion) € auf R ist

(®',) = =~ [ @) dz =~ ¢l5 = 0(0) = o, o).
0

also kurz gefasst .

2) Nun berechnen wir fiir zg € R™ und a € Nfj auch noch

(080, 0) = (—1)*N (629, 0p) = (=1)!*10%p(0).

Speziell fiir n =1, g = 0 und |a| = 1 gilt also ‘ 0", 0) = (60, ) = —¢'(0) ‘

3) Fiir eine beliebige Distribution U auf R™ und 1 < j, k < n ist stets

(0;0kU, 0) = —(0kU, 050) = (U, 0, 050) = (U, 0;0rp) = —(0;U, Op) = (Or9;U, ¢)

und somit vertauschen distributionelle partielle Ableitungen immer, d.h. ‘8j8kU = 0,0;U ‘

Ist etwas allgemeiner L = ¢+ > p_y b0k + > ;=1 ariOk0; ein linearer Differentialoperator
zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten c, by, ag;, dann ist

(LU, o) = (U, LTy) (Ue P, ,p€ D)

mit dem (formal) adjungierten Differentialoperator LT = ¢ — S"1_; bpOy + Zz,lzl a1 OL0).

4) Wir betrachten eine Funktion f: R — R, die jeweils C"*
ist auf | — oo, 29[ und ]z, oo[ und bei z( alle einseitigen
Limiten fir f und f’ besitzt, d.h. es existieren f(xo+) :=

lim, 20+ f(z) und auch f/(xo%) := limg_z0+ f/(2). f
Letzteres garantiert, dass auch die ,adaptierte klassische*
Ableitung f’ lokal integrabel ist, die wir einfach durch
f(x) := f(z) fur  # xo und f'(zo) := 0 definieren. 0

Wir berechnen die distributionelle Ableitung

(L)) = =Ly / ()¢ (@) da - / o

(f¢x°+/f r)do = ( f«PIOJr/f s
= / Fl@)p(x) do — fwo—)p(@o) + f(zo+)p(x0) = (7, 9) + (f(20+) — F(20-)) P(0)-
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Somit kénnen wir (ein bisschen salopp) folgende intuitiv ansprechende Gleichung notieren

F=J"+ (fwo+) — f(20—)) Oug

wo sich also die Sprunghdhe im Falle einer Unstetigkeit von f bei g in der Ableitung kombiniert
mit einer Dirac-Distribution an der entsprechenden Stelle direkt bemerkbar macht.

Stetigkeit der Differentiation: Ist die Folge (Uj) von Distributionen auf R™ konvergent
gegen U € Z', dann gilt auch fiir jede partielle Ableitung 9; (j = 1,...,n) die Konvergenz
0;Ux, — 0;U (k — 0), d.h. 9j: 2" — ' ist stetig. Der Beweis ist ein Einzeiler:

(OjUk, p) = =(Uk, 9j0) = —(U, 9j0) = (O;U, ) (k — 00).

4.5. Weitere Operationen und Konstruktionen mit Distributionen: Ahnlich wie bei
der Definition der Ableitung kénnen wir gelegentlich geeignete Formeln fiir neue Operationen
mit Distributionen von dem Spezialfall abschauen, wo wir zunéchst eine (gentigend) regu-
lare Distribution auf Testfunktionen mittels Integration wirken lassen. (Mehr Details oder
Hintergrund fiir die Inhalte hier und im Rest des Kapitels finden Sie z.B. in [BB] oder [App].)

(a) Multiplikation mit C°°-Funktionen: Ist f € LL_und g € C*°(R"), dann ist natiirlich

loc

J(gf)p = [ f(g9p) und auch gp € Z fir p € 2. Also definieren wir problemlos fiir U € 2’ die
Multiplikation mit g durch

(9U, @) :== (U, g¥)

und eine einfache Rechnung beweist {ibrigens auch direkt die Eigenschaft

9;(gU) = (0;9)U + g0o;U.

(b) Koordinatentransformationen: Ist F': R" — R™ ein Diffeormorphismus und ¢ € &, dann
ist auch ¢ o F~! eine Testfunktion (Glattheit ist klar und y — @(F~'(y)) verschwindet auBerhalb
der kompakten Menge F(K), falls ¢ aulerhalb der kompakten Menge K verschwindet). Ist u & Lllocv
dann erhalten wir mittels Transformationsformel fiir Mehrfachintegrale

wo F.p) = [u(F(a))p(a) do
= /U(y)l det dF ™ (y)| p(F~'(y)) dy = (u,|det dF [ (po F71)).
Somit wird uns folgende Definition fiir U € 2" nahegelegt:
(UoF,¢):=(U,|detdF~ Y (po F71)).

Der Spezialfall F(x) = Az + b mit b € R™ und einer invertierbaren (n x n)-Matrix A ergibt
z.B. wegen dF(x) = A einfach

(UoF,p)=(U,(poF")/|det Al),

wobei natiirlich F~!(y) = A~ (y — b) gilt.
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(¢) Faltung von Distributionen mit Testfunktionen: Ist u € Li_ und € 2, dann kénnen wir
ebenso eine Faltung u * ¢ definieren durch

wipl@)i= [ule— ey = [ - 2)d=
R” R

weil ¢ ja auferhalb einer kompakten Menge verschwindet. Den letzten Integralausdruck
interpretieren wir mit dem Diffeomorphismus F,(y) := = — ¥, der natiirlich F, ! = F, und
|det dF Y| = 1 erfiillt. Es ergibt sich

uxp(x) = (U o Fy,0) = (u,|det dF; | (p o F; 1)) = (u, 0 0 Fy) = (u, p(z — ).
Damit haben wir nun aber sogar eine Formel, die wir fiir U * ¢ mit U € 2’ verwenden kénnen:
U () := (U, poFy) = (U p(x—.)).
Es lasst sich relativ einfach zeigen, dass x — U * ¢(x) eine glatte Funktion ist und
0;(Uxp)=(0;U)*xp=Ux0;p
gilt. Im Spezialfall U = §p erhalten wir dp * p(z) = (do, p(z — .)) = p(z — 0) = p(z).

Bemerkungen: (i) Das Konzept der Faltung lasst sich sogar auf gewisse Paarungen von
Distributionen U und V erweitern, z.B. wenn eine davon in ihrer Wirkung auf allen Testfunk-
tionen verschwindet, die auflerhalb einer bestimmten kompakten Menge konzentriert sind. In
diesen Féllen ist U % V eine Distribution und es gilt ebenso

(%(U*V) = (BJU) xV = U*ajV.
Nach dem Resultat im obigen Spezialfall wenig {iberraschend gilt auch stets

50*V:V

(ii) Eine Fundamentallosung fir den linearen partiellen Differentialoperator

L= Z 0%

|| <m
mit konstanten Koeffizienten a, ist eine Distribution F, die die Gleichung
(4.3) LE =g

erfiillt. So eine Fundamentallésung kann unter Umstédnden eine Art ,,Universalschliissel“ zur
Konstruktion von Losungen U fiir die Differentialgleichung

LU=Fec9

sein, insbesondere wenn das Faltungsprodukt E x F' existiert. In solchen Féllen erhalten wir
namlich wegen a,0%(E* F) = (ao,0“E) * F fir jeden Term von L durch den Ansatz U := E* F
unmittelbar eine Losung:

LU=LE*F)=(LE)*F=6F=F.
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Anwendung einer Translation G, (x) := & — x¢ (als Diffeormorphismus) auf die distributionelle
Gleichung (4.3) und E,, := E o G, sowie 0y 0 Gy, = 04, fihrt iibrigens auf L(E;,) = 04,.
Dabher lasst sich E,, in geeignetem Zusammenhang physikalisch interpretieren als Losung fiir
eine punktférmige Quelle bei xg.

4.6. Fouriertransformation fiir temperierte Distributionen: Wir haben in 3.5 im
Zusammenhang mit der Fouriertransformation F die stark fallenden Funktionen . eingefiihrt
und gesehen, dass F: .¥ — . ein Isomorphismus ist. Aus den Definitionen folgt unmittelbar
2 C . und damit auch F(2) C .. Allerdings macht Bemerkung (ii) in 3.2 sofort F(2) £ 2
klar, weil ¢ fir ¢ € Z ja holomorph ist und deshalb nicht aufierhalb einer kompakten Menge
verschwinden kann, ohne bereits die Nullfunktion zu sein. Aus diesem Grund ist . statt &
der geeignetere Testfunktionenraum, wenn wir die Fouriertransformation auf Distributionen
erweitern wollen.

Wenn wir uns an die erste Eigenschaft in 3.3 erinnern, dann haben wir fiir v € L' und v € .%

mit der Gleichung
(u,v) :/ﬁv: /uﬁ: (u,v)

bereits einen ,,Prototypen“ fir die distributionelle Variante. Allerdings kénnen wir dies dann
nur auf lineare Funktionale anwenden, die auch auf dem gréfleren Testfunktionenraum .&
definiert sind.

Wir fithren auf . zuvor noch einen passenden Konvergenzbegriff ein: Eine Folge (¢ )ren von
rasch fallenden Funktionen konvergiert gegen ¢ € .7, falls wir fiir alle o, 8 € Njj gleichméfige
Konvergenz 2%0%p;, — x*0%¢ fiir k — oo haben.

Eine temperierte Distribution ist ein lineares Funktional U: . — C, ¢ — (U, ), das im
folgenden Sinne stetig ist: Konvergenz ¢ — 0 in . impliziert stets (U, pr) — 0 (k — 00).
(Daraus folgt auch die Eigenschaft ¢ — ¢ = (U, ¢r) — (U, ¢).)

Die Menge aller temperierten Distributionen bezeichnen wir mit ..

Eine grofle Klasse von Funktionen u kann mittels Integralwirkung als regulédre temperierte
Distributionen aufgefasst werden, z.B. jede Funktion u € L{ _ mit der Eigenschaft, dass fiir ein
gewisses N € Ny die Funktion x +— |u(x)|/(1 + ||z||") integrierbar auf R™ ist. Insbesondere ist
also jede polynomial beschriankte stetige Funktion eine regulédre temperierte Distribution. Die
Dirac-Distribution 44, ist temperiert, aber nicht regulér.

Erwartungsgeméfl definieren wir nun die Fouriertransformierte FU = U einer temperierten
Distribution U € ./ durch

~

U,p):=({Up) ()

Die Abbildung J: .#" — .’ ist linear, bijektiv und die Inverse F~! ldsst sich mittels Punkt-
spiegelung o: R" — R", o(x) := —z (ein Diffeomorphismus) rein distributionell so beschreiben:

U =(FU)oo0.

Die Ableitungs- und Multiplikationsoperatoren Q% und P® sind ebenso auf .’ definiert und
es gelten auch die Austauschformeln analog zu (3.3) nun fiir U € ./, d.h.

PoU = QU und @: (=1)lelpey.
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SchlieBlich hat die Fouriertransformation auch auf .’ die Eigenschaft, Modulationen und
Translationen in einander iiberzufithren: F(7,U) = M_,FU und F(M,U) = T,(FU).

Beispiele: 1) Die konstante Funktion 1 ist eine regulire temperierte Distribution und

@) = (1.3 = [ @) dy = 2m)"/2 (0) = (20" (60, ),
R

d.h. |T=(2m)"2 6|

2) Etwas allgemeiner konnen wir die Funktion = — z% als Q1 auffassen und erhalten mit
einer Austauschformel

. - NG
70 = Qo1 = (—1)l*1poT = (27)"/2(—1)l (;) 0%5y = (2m)/2ilelgog,.
3) Fur zp € R™ ist

(o) = (s 1 = 0) = g [ 0 ot)an = (200
zos P) = \Ozg>P) = P\T0) = (27_[_)”/2R € p\r)axr = (271_)”/2790 )

d.h. 5;\0 entspricht der Funktion x +— We*“xo’w). Im Spezialfall 29 = 0 erhalten wir als

Resultat eine konstante Funktion, nimlich | 5y = (27)~"/2|. Dies folgt natiirlich auch bereits

aus Beispiel 1) zusammen mit der allgemeinen Relation F(FU) = U o g, weil 1 o0 = 1 gilt.

Stetigkeit der Fouriertransformation: Konvergenz einer Folge (Uy) von temperierten
Distributionen gegen U € .’ ist ganz dhnlich erklart wie der entsprechende Begriff in 4.3,
namlich, dass (Ug, p) = (U, @) (k — o0) fiir jedes ¢ € .7 gelten soll. Die Fouriertransformation
F: .7 — . ist stetig in dem Sinne, dass Uy — U in .%’ fiir k — oo immer auch U, — U in
' nach sich zieht. Dies ist sogar ganz leicht gezeigt, denn

(Ok, ) = (Ur, @) = (U, @) = (U, ) (k — o0).

Entsprechend folgt auch die Stetigkeit der Inversen F~!, dazu ist nur F~'U = (FU) o o,
o0~! = o und |det do(z)| = 1 zu beachten, somit

(F Uk, 0) = ((FU) 0 0,9) = (FUk, p 0 0) = (Ug, F(p 0 0)) = (U, F(po0))
= (FU,poo) = ((FU) oo, 0) = (FU, ).
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Wir besprechen in diesem VO-Teil eine Vielfalt an Methoden fiir das Studium der drei
klassischen linearen partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit konstanten (reellen)
Koeffizienten: Alle haben den Laplace-Operator bzgl. x € R™ als wesentlichen Bestandteil
der rdumlichen Ableitungen und dazu kommen im Falle von Zeitabhédngigkeiten noch erste
oder zweite partielle Ableitungen bzgl. ¢ € R, wodurch die Warmeleitungsgleichung (auch
Diffusionsgleichung) oder die Wellengleichung geprégt ist. (Die Schrodinger-Gleichung ist dann
im Hintergrund der Konzepte fiir den folgenden Teil D dieser VO angesiedelt.)

Alle diese grundlegenden Gleichungen kommen in zentralen Modellen der Physik vor und
wir werden hier keine eigene — wahrscheinlich auch vergleichsweise stiimperhaft ausfallende —
Beschreibung der Herleitung dieser Gleichungen versuchen. Auflerdem ist im Rahmen dieser
VO ohnehin zu wenig Zeit, das in Ruhe zu machen. Wir werden nicht einmal viel Mufle haben,
die préazisen mathematischen Rechtfertigungen der Losungsmethoden im Detail auszufiihren,
uns oftmals mit nur kursorisch vorgestellten Theorien begniigen und uns letztlich auf die
operativen Aspekte konzentrieren. Mehr Informationen zu all dem finden sich sehr iibersichtlich
dargestellt in [FK2]; teilweise vertiefend oder breiter dann z.B. auch in [Eva] und [Fol].
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5. Separationsansatze

Die Strategie fiir Problemstellungen mit zwei unabhéngigen Variablen ist hier

(a) zunéchst spezielle Losungen in Produktform zu suchen, wo jeder Faktor nur von einer der
Variablen abhéngt, und

(b) die Linearitdt der Grundgleichungen auszuniitzen, um allgemeinere Losungen durch so-
genannte Superposition (physikalisch gesprochen) bzw. Linearkombinationen (mathematisch
gesprochen) der speziellen Losungen aus (a) zu erhalten.

Wir illustrieren die Vorgangsweise hier nur an wenigen typischen Problemstellungen.

5.1. Eingespannte schwingende Saite: Die transversale Auslenkung an der Stelle x zur
Zeit t werde durch die Funktion (x,t) — wu(x,t) beschrieben, die den folgenden Bedingungen
unterworfen ist:

(5.1) Otu(z,t) = 20*u(x,t) (0 <x < L,t €R),
(5.2) u(0,t) =0 =u(L,t),

(5.3) u(z,0) = f(z),

(5.4) Oru(z,0) = g(z),

wobei L > 0 und ¢ > 0 aus der Problemstellung bekannte Konstanten sind sowie die Funktionen
f,9: [0, L] — R vorgegeben sind mit f(0) = f(L) = g(0) = g(L) = 0. Gleichung (5.2) ist eine
Randbedingung und beschreibt die Einspannung der Saite an den Enden und (5.1) ist die
eindimensionale Wellengleichung. In Gleichungen (5.3) und (5.4) werden die Anfangsauslenkung
sowie die Anfangsbeschleunigung der Saite vorgegeben (jeweils transversal).

Wir machen nun mal den Ansatz
u(z,t) = v(x)w(t)

und erhalten aus der Wellengleichung (5.1) unmittelbar v(z)w”(t) = ¢*v"(z)w(t), was wir

unter der Annahme v(x) # 0, w(t) # 0 in die Bedingung

w'(t) _ 2 v"(x)

w(t) ¢ o)

iibersetzen konnen. Hier héngt die linke Seite nur von ¢ ab, wihrend die rechte Seite nur von
x abhéngt. Beide Seiten miissen somit konstant sein, sagen wir mit dem gemeinsamen Wert

—\c? fiir ein passendes A € R, d.h. “1’1;/(%) =—-\? =¢? ”1:/((;)) Daraus schlieen wir auf folgende

zwei Bedingungen an v und w separat:

(I) V" (2) + dv(z) =
(1I1) w”(t) + )\02w(t) =

0,
0
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Wir bemerken zunéachst, dass fiir eine nichtkonstante Losung v aus (I) die Information
A>0

folgt, denn mittels (I), (5.2) und partieller Integration ist

L L L
)\/v2 / :—vv’\ +/ /(v'2
0 0 0

0

Also ergibt (I) zusammen mit der Randbedingung (5.2) nun konkreter
A>0, V(z)+M(z)=0, v(0)=0=uv(L),

und hat bekanntlich Losungen der Gestalt v(z) = acos(v/Az) + bsin(vAx) mit a,b € R.
Wegen 0 = v(0) = a ist zunichst v(z) = bsin(v/\z), was fiir eine nichttriviale Losung v
also b # 0 erfordert. Somit erzwingt die andere Randbedingung 0 = v(L) = bsin(v/A L) nun
0 < VAL = kn fiir ein k € N, d.h. wir erhalten fiir jedes k eine Grundlésung v; mit b := 1 und

(5.5) Ap = (’“L”) (k € N).

Gehen wir nun mit Ay = k?7%/L? in die Gleichung (II) hinein. Die Losungen dafiir sind von
der Gestalt

k k
wg(t) = ay, cos (%Ct) + by, sin (%Ct)
mit beliebigen Konstanten ag, by, € R.

Insgesamt haben wir fir jedes k € N eine Losung von (5.1) und (5.2) in der Form

(5.6) ug(z,t) = sin (%x) (ak cos (%t) + by, sin (%t))

erhalten. Wegen der Linearitét aller beteiligten Gleichungen ergeben natiirlich auch endliche
Summen Zi};l uy solcher Losungen wieder eine Losung. Mit ein wenig ,,Vorschussvertrauen in
eine geeignete Konvergenz — sei es als klassische Funktionenreihe oder zumindest distributionell
— machen wir nun den mutigen Losungsansatz

)= i ug(z,t)
k=1

und bemerken, dass wir es hier mit einer Fourierreihe in zwei Variablen (z und ¢) zu tun haben.
Werten wir bei ¢ = 0 aus und nehmen noch die Anfangsbedingung (5.3) zu Hilfe, dann folgt

(5.7) f(x) =u(z,0) = i a sin (kfﬂaz),
k=1

wihrend formal gliedweises Differenzieren nach ¢, also dyu(x,t) = >-72; Opu(x,t), und anschlie-
Bende Auswertung bei ¢t = 0 zusammen mit (5.4) noch diese Zusatzinformation liefert

(5.8) g(z) = Owu(z,0) = Z % by, sin (]%Tx)
k=1
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Wir stellen uns am besten vor, dass wir die Funktionen f und g zunéachst als ungerade
Funktionen auf [—L, L] (mittels f(—z) := f(x) fiir 0 < 2 < L und ebenso fiir g) und anschliefend
auf ganz R mit Periode 2L (also f(z 4+ n2L) := f(z) fix n € Z\ {0}, —L < 2 < L und ebenso fiir
g) fortgesetzt haben — das funktioniert iibrigens wegen der Randbedingung (5.2) bzw. der
Vorgaben f(0) = f(L) = g(0) = g(L) = 0, die wir eingangs erwéhnt hatten. Dann besteht
namlich die jeweilige Fourierreihenentwicklung (dieser Fortsetzungen) von f und g aus reinen

Sinus-Reihen . .
flx) = Z ¢k sin (I%Tx) und g(z) = Z dj, sin (k%rx),
k=1 k=1

deren Koeffizienten ¢, und di (k € N) also a priori bestimmt werden kénnen und somit
vermoge (5.7) und (5.8) auch die Konstanten ay, und by festlegen durch

ar =c¢ und by = %
kmc
Dies belegt iibrigens die Eindeutigkeit der Losung (im Kontext der Fourierentwicklungen) und
es lisst sich dariiberhinaus zeigen, dass wir fiir Anfangswerte f € C3([0, L]) und g € C?([0, L])
durch obiges Verfahren stets eine C2-Losung u erhalten. Grob gesagt wird die Regularitit der
Anfangsdaten f und ¢ in den Anwendungen jeweils steuern, wie gut die Reihe fiir u konvergiert
und das ergibt sich von selbst aus der Giite der Fourierentwicklungen (5.7) und (5.8).

Beispiel: Wir betrachten das Anfangs-Randwert-Problem mit ¢ =1, L = 7, g(z) = 0 und
der unstetigen Anfangsauslenkung f(z) := z fir 0 < < 7, f(mw) := 0. Ungerade und
2m-periodische Fortsetzung von f ergibt ein bekanntes Ségezahnprofil. Da es spater beim
Integrieren auf den konkreten Wert von f an der einen Stelle 7 nicht ankommt, schreiben wir
das ganze Problem der Einfachheit halber gleich so an:

OPu(z,t) = *u(x,t) (0 <z <mteR),
u(0,t) =0 =u(mt) (t>0),
w(z,0) =z, Ow(r,0)=0 (0<z<m).

Der Losungsansatz ist also

u(z,t) = Z sin(kz)(ag cos(kt) + by sin(kt))
k=1

und die Bedingung 0 = 0,u(z,0) = >-72, kby sin(kzx) ergibt sofort by =0 (k € N).

Die Bedingung = = f(z) = u(z,0) = >_72; a sin(kx) bedeutet nichts anderes als die Fourier-
Reihenentwicklung (mit Periode 27) zu berechnen. Fiir die ungerade Funktion f ist z +—
f(z)sin(kz) gerade, daher [ f(x)sin(kz)dr = 2 [] f(x)sin(kz) dz und somit ergibt eine
einfache partielle Integration

ak—z/xsin(lm)dx——Q‘xcos(kz) +2/cos(k:v)alsc__2cos(k7r)_i_QSinUm)
T T k 0o T k k mk? 0
0 0
2 2
:_7_1k :7_1]{)71
L1 +0=2(-1)
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Wir erhalten also die Losungsdarstellung

00 [ q\k—1
u(x,t) =2 Z (1]2 sin(kx) cos(kt).
k=1

Um deren klassische Konvergenzeigenschaften ist es zwar wegen der Unstetigkeit von f nicht
so gut bestellt, aber es wére gar nicht schwierig zu zeigen, dass die gliedweise differenzierten
Reihen fiir 92u und 9%u distributionell konvergieren und 9?u = §?u erfiillen.

5.2. Eindimensionale Warmeleitung: Wir kénnen nun auf dhnliche Art auch die folgende
Problemstellung angehen, wobei L > 0 und f(0) = f(L) vorgegeben sein soll:

(5.9) Opu(z,t) = O2u(z,t) (0 <z < L,t>0),
(5.10) u(0,t) = 0 = u(L,t),
(5.11) u(z,0) = f(x).

Hier beschreibt u(z,t) die Temperatur an der Stelle x zur Zeit ¢t in einem wéarmeleitfahi-
gen Draht, wobei die Drahtenden auf konstanter Temperatur 0 gehalten werden und f die
anfingliche Temperaturverteilung angibt.

Wir machen wieder den Produktansatz
u(z,t) = v(x)w(t),

was in der Warmeleitungsgleichung (5.9) auf v(z)w'(t) = v"(z)w(t) fithrt. Unter der Annahme
v(z) # 0, w(t) # 0 bedeutet dies nun

w'(t) _ o)
w(t) ~ o)

= -\ (konstant)

und somit in separaten Gleichungen fiir v und w:

() V' (z) + Mv(z) =0,
(IT) w'(t) + dw(t) = 0.

Gleichung (II) hat grundsitzlich als Losungen reelle Vielfache von e und fiir (I) sind die
(nichttrivialen) Lésungen wieder Vielfache von sin(v/A x), wobei A > 0 ist. Die Randbedingung
(5.10) erzwingt sin(v/A L) = 0, also muss VA L = kr fiir ein k € N sein. Wir erhalten daher
fiir jedes k € N eine Losung von (5.9) und (5.10) mit A, := (k7/L)? in der Form

— ety (BT
(5.12) ug(z,t) = age” "L/ " sin ( 7 :):)
mit einer reellen Konstanten a; und dann durch ,,Superposition*
(o)
u(x, t) = Zuk($,t)
k=1

kr

eine Fourierreihe bzgl. x mit zusétzlichen t-abhéngigen Dampfungsfaktoren e~ ()% Auswer-
tung bei ¢ = 0 in Kombination mit der Anfangsbedingung (5.11) ergibt schlieflich

(5.13) f(z) =u(z,0) = i aj sin (k%x),
k=1
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d.h. die Koeffizienten aj sind festgelegt durch die Fourierreihenentwicklung der ungeraden
und 2L-periodischen Fortsetzung von f auf R, somit folgt auch Eindeutigkeit der Losung
(in diesem Rahmen). Fir die Konvergenzeigenschaften der Reihe u(x,t) = >72; uk(x,t) gilt
Ahnliches wie schon bei der Wellengleichung diskutiert.

Beispiel: Betrachten wir das konkrete Problem
opu(z,t) = 02u(z,t) (0 <z < m,t>0),
u(0,t) =0 =u(mt) (t>0),

u(z,0) = %(W 2z —7]) (0<z <),

dh mit L=mn, f(x) =nz/4 fir 0 <z <7/2und f(z) =n(r —x)/4 fir r/2 <z <.

Der Losungsansatz ist

Z arpe " ' sin(kx)

und die Anfangsbedingung fordert f(x) = Y 7—; agsin(kz). Daher berechnen wir mittels
partieller Integration direkt

27 1 17
— / f(z)sin(kz)d =3 / xsin(kz) dx + 5 /(7r — z)sin(kzx) dz
T
0 0 w/2
w/2 /2 - T
_ 1 zcos(kx) / cos(kz) dz +1 _ (m — z) cos(kx) B / cos(kz) dz
2 k 0 k 2 k /2 k
0 w/2
_ 1 [ mcos(kf) N sin(ka) |/ +1 meos(ky)  sin(kz)|”
2 2k kK2 |, 2 2k k2 e
_ﬁcos(kg) N sin(k%) N mcos(k%) N sin(k%) _ sin(k3)

4k 2k2 4k 2k k2

und erkennen ay = 0 und ag_; = (—1)71/(21 — 1)? fiir | € N. Die Losungsdarstellung ist

somit
o0

7 25—1 ~@=1tgin((21 — 1a).

=

5.3. Stationdres Warmeleitungsproblem fiir die Kreisscheibe: Die Temperaturver-
teilung v in der wirmeleitfihigen Kreisscheibe © := {(x,y) € R? | 22 + % < 1} bei zeitlich
konstant gehaltener Temperatur f auf dem Rand 0f) sei nach einer gewissen Warmeausgleichs-
zeit nahezu stationér, sodass dyu = 0 angenommen werden kann. In diesem Fall schlieflen wir
aus der Wirmeleitungsgleichung 0 = dyu = Au = 0%u + OSU auf dieses Randwertproblem fiir
die Laplace-Gleichung:

(5.14) Au=0 1in ,
(5.15) u=f auf 0.
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Wir schreiben das Problem in Polarkoordinaten um, indem wir
U(r, ) := u(rcos p,rsiny)

ansetzen und (jedenfalls im Bereich r > 0) fiir den Laplace-Operator den Ausdruck
1 A=+ Lo,U + LoPU
(5 6) u = r + ; r + ﬁ )

erhalten, wobei links am Punkt (7 cos ¢, rsin @) ausgewertet wird und rechts im Punkt (r, ¢).
(Fur den unwahrscheinlichen Fall, dass Sie Gleichung (5.16) noch nicht kennengelernt haben: Di-
rekte Verifikation ist z.B. moglich, indem Sie mittels Kettenregel die Ausdriicke fir 0,U(t,p) =
Oy (u(rcosp,rsin @), 92U und §2U berechnen und die rechte Seite von (5.16) konkret ausschreiben.)

Nun machen wir den Separationsansatz

U(r, @) = v(rjw(e)

und verwenden (5.16), um AU = v"w + 20w + Lvw” zu schreiben. Damit wird aus der
Laplace-Gleichung unter der Annahme v(r) # 0, w(p) # 0 einfach

1 12 ((r2 " vw (7”22)” + v’ N w”)

1
0=v"w+ ~v'w+ Sow" = 5 ((r'v —i—m')w—i—w"v):—2
r r r r v w

und somit o n / "
rev”(r) +rv'(r) __w (¥) =\ (konstant).
v(r) w(p)

Wir erhalten daraus die beiden gewoéhnlichen Differentialgleichungen

1 A
" / .
(1) v+ ;v - ﬁv =0,
(II) w” 4+ Aw = 0.

Losungen von (II): Nehmen wir Periodizitat von w in der Form w(—7n+) = w(r—) und
w'(—m+) = w'(7r—) an, dann erzwingt die zweite Gleichung fiir w # 0 zunéchst A > 0, denn
AT w?=— [T ww = —ww'|" + [T (w)? = [T (w)? > 0. Die Lésungen von (II) sind
wieder grundsétzlich von der Form

w(p) = acos(VA ) + bsin(vV )

mit reellen Konstanten a und b. Die Bedingung w(—7n+) = w(n—) und w'(—7+4) = w'(7—)
implizieren nun

bsin(VA7) =0 und asin(vA7)=0.

Wollen wir eine nichttriviale Lésung, so miissen wir a # 0 oder b # 0 verlangen. In beiden
Fillen schliefen wir auf sin(v/A7) = 0 und somit v/A € Ng, d.h. wir haben fiir jedes k € Ny

Losungen mit A\ := k2 in der Form
(5.17) wi(p) = ay, cos(kp) + by sin(kp) = 2 Re Ck€ik‘p = ckeik‘o + @6_““0,

wobei ag, by € R bzw. ¢ = (ar, —ibg)/2 (k € N), ¢o = ap/2 noch zu bestimmen sind.
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Losungen von (I): Nun gehen wir mit A\, = k? (k € Np) in die Gleichung (I) und sehen
zunéachst, dass

(5.18) vp(r) =k

eine Losung davon ist, die sich auch nach r = 0 stetig fortsetzen ldsst. Fiir gegebenes k
ist vy sogar die einzige Losung von (I) mit dieser Stetigkeitseigenschaft: Setzen wir ndmlich
v(r) = h(logr) fiir r > 0, dann ergibt sich v' = A//r und v = (h” — h’)/r? und (I) bedeutet

0=r%" 4+ —k2v=0"—h +HK —k*h =1 —kh
und die Gleichung h" = k%h hat fiir k& > 1 die Losungen h(y) = dye ™™ 4 doe?, withrend sich
fiir k& = 0 natiirlich h(y) = a + by ergibt; daraus folgt nun mit y = logr, v(r) = h(logr) also
v(r) =a+blogr (k=0), v(r)=dir *+dy* (k>1);

wir sehen, dass wir in der Tat nur fir b = 0 und d; = 0 Losungen erhalten, die nach r = 0
stetig fortsetzbar sind.

Losung des Randwertproblems fiir die Laplace-Gleichung: Wr setzen nun Uy(r, @) :=
vi(r)wi(p) zu den folgenden Grundlésungen zusammen

Uo(r, @) = % =co, Ui(r, ) == 1*(ag cos(ky) + by, sin(kp)) = 2r¥ Re e (k € N)

und machen den Reihenansatz fiir die Losung (mit c_ := ¢) in der Form

o0

U(r 24 Z (ag cos(kp) + by sin(ky)) = Z 7kl ey etk

k=—o00

Die Randbedingung (5.15) ist in Polarkoordinaten bei » = 1 auszuwerten und verlangt

U(1,¢) = flcosp,singp) =: F(p),

d.h. mit der Reihenentwicklung fiir U(1, ¢) eingesetzt nun

Also sind alle ¢, (somit auch ag, by) als Fourierkoeffizienten der periodischen Randfunktion F'
bestimmt. Konkret erhalten wir

=5 [FWe ™y (kez)

und damit weiter

[e.9]

. > 1
Ulr,g) = > riMepebe = 5 plkl = /F Je~kY g ke

k=—o00 k=—o00

—/(% Wﬂ“ijwmw=/Qmw—wamm

Q(va_w)
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wobel wir

1

o
Q(r, s) = o Z rlklgiks

k=—o00

gesetzt haben. Diese Integralkernfunktion ) lasst sich fiir » < 1 mittels geometrischer Reihe
explizit berechnen:

o0

(o.9]
ok ik 1 . 1
2 Q(r,s) = (re”)" + > (re™)" = T s T e ’871 ey
k=0 k=1
11— re”" 4+ (1 —re's) re= B 1—r2 B 1—7r2
(1 —reis)(1—re~i) 1 —r(eis+e ) +r2 1 —2rcos(s) +r2

Somit erreichen wir folgende Darstellung der Losung in Polarkoordinaten

(519) U(r¢) = [ Qo= 0)F (@) d,
B 1 1—r?

wobei  F(v) := f(cost,sint), Q(r,s) = 1= 2r cos(s) + 12’

Wir streben schlieflich noch eine Darstellung mit kartesischen Koordinaten = = (x1,x2),
y = (y1,92) im R? an. Dazu setzen wir x := r(cosy,sinp) und y := (cost),sint)) und
bemerken

|z —y||* = (rcosp — costh)? + (rsin ¢ — sinh)?
=72 (cospcosth + sinpsiny) +1 =1 — 2rcos(p — ¥) + 7"2,
cos(p—1))

sodass wir wegen r2 = ||z||? nun

11— |=|?
Qrip—v)=— T3
2 |l —yl?
schreiben kénnen. Mittels F'(¢)) = f(cos,sin) und positiv orientierter Parametrisierung
y(1) = (costp,sine)), —m < 1 < m, der Randkurve S! = 9Q erhalten wir die Lésungsdarstel-
lung als Poisson-Integral

(520) u(a) = [ Pla.y)fw)ds(y) (o] < 1)
Sl
mit dem Poisson-Kern
— 2
(5.21) Pley) = T o < 1l = ).

S flz—y?

Beispiel: Wir bestimmen die Lésung u von Au = 0 auf der offenen Einheitskreisscheibe um
den Ursprung mit der Randbedingung u = f auf S', wobei f(x,y) = 423 fiir 22 + y? = 1 ist.
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In Polarkoordinaten ist also F(v) := f(cos,sint) = 4cos®1), wovon wir die (endliche)
Fourierentwicklung mittels cos ) = (e’¥ 4 e¢~")/2 durch direkte Rechnung' bestimmen kénnen:

4 : 1 o . A A
F(p) =4cos’ o = ?(ew +e )3 = 5(63“" + 3¢ + 37 4 e7%%) = 3cos ¢ + cos(3p).

Daher lautet die Lésung in Polarkoordinaten
u(r cos @, rsing) = U(r, p) = 3rcos p + 13 cos(3p).

Um die Losung auch in kartesischen Koordinaten = = r cos ¢, y = r cos ¢ anzugeben, verwenden
wir zundchst das cos-Additionstheorem cos(3¢) = cos(¢ + 2¢) = cos ¢ cos(2p) — sin p sin(2¢p)
und dann die Formeln sin(2¢) = 2 cos ¢ sin ¢ und cos(2¢) = 2 cos? ¢ — 1, sodass wir schlieSlich
ein Polynom erhalten:

u(z,y) = 3rcos g + 13 cos(3p) = 3z + r®(cos ¢ cos(2¢p) — sin @ sin(2¢))
= 3z + 1r3(2cos® ¢ — cos p — 2 cos psin? p) = 3z 4 7 cos p (212 cos® p — r? — 2r? sin? @)
=3z + x(22% — (2? + y?) — 2y%) = 3z + z(2® — 3y?) = (3 + 22 — 3y°).

5.4. Eigenwertprobleme fiir —A auf der Kreisscheibe und auf der Kugel: Hier
machen wir nur zwei kurze Ausblicke auf Spezialfille allgemeinerer Eigenwertprobleme fiir
den Laplace-Operator A auf einem Gebiet 2 in R™ (also Q offen und zusammenhéngend). Der
folgende Begriff ist im Wesentlichen aus der Linearen Algebra iibernommen: Ein Skalar A € R
ist ein Eigenwert des linearen Operators —A = —371 8? auf , wenn es eine Funktion
u: Q — R gibt mit u # 0 (d.h. u nicht die Nullfunktion), sodass auf €2 folgende Gleichung gilt:

—Au = A\u.

(A) |Q = Kr(0) € R? | Wir suchen nichttriviale Lésungen von

—Au = Au in €,
u=0 auf dQ (Dirichlet-Bedingung).

Ubergang zu Polarkoordinaten U (r, ¢) := u(r cos @, rsin @) ergibt gemé8 (5.16) in der Eigen-
wertgleichung

1 1.,
—;67-(7'874[]) — ﬁ&pU = A\U.

Mit dem schon aus 5.3 bekannten Separationsansatz

U(r, ) = v(r)w(y)

ergibt dies unter der Annahme v(r) # 0, w(p) # 0 die Gleichung

\/ 1
/\vw:g(—r(w) -z )7
T

v w

'Wir erinnern an (a + b)* = a® + 3ab + 3ab® + b°.
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also
(), e ()

o(r) T T T ()

wobei die linke Seite nur von r abhéngt, die rechte nur von ¢. Daher gibt es eine Konstante

a € R, sodass T(r;)(lg))/ + A2 =a = —%l((f)) gilt, woraus wir auf die folgenden beiden
Gleichungen schliefen diirfen:

(I) 1(rv/(r))/ + ()\ — g)v(r) =0,

r r2
() w"(9) + aw(g) = 0.

Gleichung (II) ist analog zu (II) in 5.3, wird mit denselben Periodizitdtsannahmen gelost
und fiihrt auf die iiblichen Loésungen fiir oy := [2 mit [ € Ng. Gleichung (I) ist eine Bessel-
Differentialgleichung und die Randbedingung u = 0 auf 92 iibersetzt sich in

v(R) = 0.

Unter der zusétzlichen Bedingungen, dass v beschrankt sein soll, gibt es fiir jedes [ eine Folge
von Losungen, die mit Hilfe der sogenannten Bessel-Funktionen dargestellt werden — flir mehr
Details verweisen wir auf [FK2, §15, 3.1-2]. Es ergibt sich auch eine Folge von Eigenwerten,
die u.a. aus den Nullstellen der Bessel-Funktionen bestimmt werden.

(B) |2 = Kr(0) € R?|: Gesucht werden nichttriviale Lésungen von

—Au = Au in €,
u=0 auf 9Q (Dirichlet-Bedingung).

Natiirlich kommen nun die Kugelkoordinaten zum Zug, d.h. wir setzen zunéchst U(r, 0, ¢) :=
u(rcos psinf, rsin psin 6, r cos #) und bendtigen eine Darstellung fiir den Laplace-Operator
in Kugelkoordinaten wie z.B. in [FK2, §11, 5.2], um die Eigenwertgleichung entsprechend
umzuschreiben:

1 9 1 1 .
——= 0, (r*0,U) — = (Sineag(smﬁagU) +

r2 r2

L 82U) = \U.

sin?@ ¢

ASQU

Hier bezeichnet Ag> den sogenannten Laplace-Beltrami-Operator fiir die Einheitssphére S? =
{z € R? | ||z|| = 1}. Nun folgt ein erster Separationsansatz in radiale und sphérische Anteile
mittels

U(r,0,¢) = X(r)Y (0, ¢),

der zundchst auf die Gleichung

— LX) Y (0,0) -

. . X(r) - Ag2Y(0,0) = AX(r)Y(0,¢)

fithrt. Unter der Anahme X (r) # 0, Y(0, ¢) # 0 folgt daraus wie iiblich

CAgY(0,0) _ (rPX'(r))
Y (0,¢) X(r)

+M? =a (konstant)
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und somit die beiden separaten Gleichungen

m SEXE) + (A= 5)x0) =0,
(II) —Ag2Y(0,0) =aY(0,p).

Die zweite Gleichung entspricht dem Eigenwertproblem fiir —Ag2 auf der Sphére S? und wir
gehen unten noch kurz darauf ein. Die Losungen Y werden Kugel(flichen)funktionen genannt.

In Gleichung (I) fithrt die Substitution X (r) = h(r)//r nach ein wenig Rechenarbeit auf eine
Bessel-Differentialgleichung?

L)+ (-1 i)h(r) ~0

und kann also wie in (A) erwdhnt weiter behandelt werden.

Wir wenden uns schlieflich noch kurz der Eigenwertgleichung (IT) zu. Ein weiterer Separati-
onsansatz

liefert unmittelbar

1
. / / _
sin 6 ( sinfV (0)) Wie) sin? 0

W’ () - V(6) = aV(0)W ().

Unter der Annahme V' (0) # 0, W (p) # 0 kénnen wir wie schon mehrmals folgern, dass

B I;I/[/;/(S;O)) - {S/H(l:) (sin0 V/(H))/ +asin?f = B (konstant)

gelten muss. Also erhalten wir zwei weitere separate Gleichungen in der Form

(1) snlle (sin0V/(9)' + (a - ﬁ)vw) ~0,
(112) W) + B (0) = .

Gleichung (II.2) ist natiirlich von altbekannter Form und wir miissen diese nicht mehr
diskutieren. In der Gleichung (II.1) gelangt man nach einer weiteren Transformation ge-
miB V() = q(cosf), s = cos® und somit sinf = 1 — s? zu einer sogenannten Legendre-
Differentialgleichung

(1=¢) + (A= 25 ) als) =0,

deren beschrankte Losungen sich mittels Legendre- Funktionen darstellen lassen. Wir lassen es
hier gut sein mit unserem kursorischen Ausblick und diirfen fiir Details auf [FK2, §15, 3.3-6]
verweisen.

*Meistens wird noch o = (I + 1) gesetzt, sodass dann o + = (I + 1)* wird.
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6. Randwertprobleme fiir den
Laplace-Operator

6.1. Grundlegende Begriffe und erste Ubersicht: Wir betrachten den Differentialoperator
A=3T0 8? und Funktionen (oder Distributionen) auf einem Gebiet 2 C R™ (also Q2 offen und
zusammenhingend) bzw. auf dessen Rand 0f).

Das Dirichlet-Problem (oder erste Randwertproblem) fiir gegebene Funktionen f und g¢ lautet

—Au=f in €,
uw=g¢g auf 0.

Falls der Rand 0f hinreichend glatt ist, konnen wir ein dufleres Einheitsnormalenfeld n auf 02
festlegen und mit der Notation dyu := (Vu,n) fir die Normalableitung das Neumann-Problem
(oder zweite Randwertproblem) formulieren:

—Au=f in (,
Ohwu =g auf 09Q.

Die Gleichung —Awu = f selbst heifit Poisson-Gleichung, im Falle f = 0 Laplace-Gleichung.

Ist  ein beschrinktes Gebiet, so sprechen wir von einem Innenraumproblem; falls R™ \
(nichtleer) und beschréinkt ist, nennen wir die Fragestellung ein Auflenraumproblem.

Nichtnegativitidt der Eigenwerte: Die Vorzeichenkonvention fiir den Laplace-Operator
ist in der Literatur keineswegs einheitlich, wobei die Wahl —A den Vorzug hat, dass die
Eigenwerte A von —A (soferne sie existieren) garantiert A > 0 erfiillen, falls nur Eigenfunktionen
u # 0 mit —Au = Au zugelassen werden, fiir die u oder dyu auf dem Rand 9€) verschwindet:
Die Greensche Integralformel ergibt in diesem Fall ndmlich

>0 =0
)\-/]u\Qz/()\u,u) :—/(Au,u> :/<VU,VU)—/u8nu:/HVuH2 > 0.
Q Q Q Q B Q

Bemerkung: Eine C?-Funktion u auf Q heifit harmonisch, wenn sie die Laplace-Gleichung
erfiillt, also Au = 0 auf Q gilt. Wir haben in den PUE gesehen, dass die Real- und Imaginérteile
von holomorphen Funktionen auf Gebieten 2 C C stets harmonische Funktionen sind. Ist §2
sternférmig, dann gilt auch umgekehrt, dass eine reelle harmonische Funktion auf Q immer als
Realteil einer auf € holomorphen Funktion geschrieben werden kann (siehe etwa [KvW, Satz
14.14.2)).
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Eine Bewegung des R™ ist ein spezieller Diffeomorphismus h: R™ — R™ der Form h(x) = Az +Db,
wobei A eine orthogonale (n x n)-Matrix ist und b € R™. Die sogenannte Invarianz von A
unter Bewegungen bedeutet nun

(6.1) A(uoh) = (Au)oh,

d.h. es macht keinen Unterschied, ob wir eine solche Koordinatentransformation vor oder
nach dem Laplace-Operator anwenden. Insbesondere haben wir also Translations- und auch
Rotationsinvarianz von A. Beweise ergeben sich entweder durch direkte (teilweise mithsame)
Rechnung oder als einfache Folgerung einer allgemeineren Transformationsformel fiir A nach
Jacobi ([FK2, 5.2-3]).

Maximumsprinzip fiir harmonische Funktionen: Wir nehmen nun an, dass €2 ein
beschrinktes Gebiet ist und u im Inneren C? ist und bis zum Rand hin stetig. Fiir €  ist der
Ausdruck Au(z) ja gerade die Spur der Hesse-Matrix von w an der Stelle x, daher ist es nicht
unplausibel, dass eine Ungleichung fiir Au auch Information tiber lokale Extrema beinhalten
kann. Dies fithrt in der Tat zu den sogenannten Maximumsprinzipien ([FK2, §6, 5.6, und §14,
2.3 sowie 2.7(b)]), von denen wir hier nur wenige Aspekte als kleine ,Kostproben* erwéhnen:

e Wenn Au > 0 auf Q gilt, dann folgt fiir jedes x € Q2
u(z) < maxu,
o0

d.h. die Funktion « nimmt ihr Maximum jedenfalls auf dem Rand 92 an. Ist u harmonisch,
also Au = 0, dann erhalten wir durch Betrachtung von —u auch

minu < u(z) < maxu,
o0 o0
was insbesondere bedeutet, dass eine harmonische Funktion mit Randwert 0 insgesamt
verschwinden muss.
e Nimmt eine harmonische Funktion ein Maximum oder Minimum innerhalb 2 an, dann

muss sie konstant sein.

6.2. Fundamentallésungen: Wir hatten bereits allgemein in (4.3) den Begriff einer Funda-
mentallésung eines Differentialoperators. Speziell fiir den Laplace-Operator ist dies daher eine
Distribution I' € 2’ mit der Eigenschaft

—AT = dp.

In diesem Fall zeigt sich, dass wir I sogar als lokalintegrable Funktion I': R” — R haben kénnen,
daher ist die obige Bedingung gleichwertig mit folgender Eigenschaft fiir jede Testfunktion
wE D

~(AT,g) i= (T, A¢) = — [ T(@)Ap() dz = (0).
R

Wegen der Rotationsinvarianz von A gemaf (6.1) ist es ohnehin verlockend, I'(z) = ~v(||z||)
mit einer Funktion v: R — R anzusetzen. Dann wirkt A auf I' bzgl. z im Wesentlichen als
gewohnlicher Differentialoperator auf v bzgl. r = ||z|| (direkter Nachweis mittels Kettenregel),
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konkret gilt AT(z) = r1="(r"~14/(r))’. Wollen wir klassisch AT'(z) = 0 fiir  # 0 haben, dann
folgt durch zweifaches Integrieren im Bereich r > 0 mit Konstanten ¢, d € R direkt

cr’ M 4d  firn#2,
)=
clog(r)+d firn=2.

Natiirlich werden wir ¢ # 0 wihlen miissen, weil das Auftreten irgendeiner Singularitit bei 0
wegen des Wunsches — AT = §y sowieso obligat erscheint, und kénnen aber jedenfalls gleich
d = 0 annehmen, weil eine additive Konstante spétestens beim Differenzieren ohnehin wegfallt.

»Nebenschauplatz“: In Dimension n = 1 ergibt r — c¢r von sich aus gar keine Singularitdt bei 0 und
R\ {0} ist nicht zusammenhéngend, sodass wir einfach kiinstlich durch y(—r) := —r ins Negative
fortsetzen, d.h. letztlich I'(z) = v(r) = c|z| und in der Tat ist ja distributionell IV = ¢sgn mit der
lokalintegrablen Signumfunktion sgn(z) = —1 fir z < 0, sgn(z) = 1 fir £ > 0, und weiter dann
I = 2¢dp; also haben wir in diesem Fall eine Fundamentallosung in der Form I'(z) = |z|/2.

Es zeigt sich dann (mit etwas Miihe, die wir einmal scheuen), dass wir fiir n > 2 im Detail die
folgenden lokalintegrablen Funktionen als Fundamentallosungen fir —A gewinnen:

1 ..
——log Izl fir n = 2,
(6.2) [(x):= o
= 2 micd| fir n > 2,

wobei die Zahl w, fiir die Oberfliche der Sphire S™~! steht. Wir betonen nochmals, dass unsere
Konstruktion unterwegs die Bedingung AT'(x) = 0 fiir z # 0 verwendet und wir automatisch
erwirkt haben, dass I auf R \ {0} harmonisch ist.

Der Spezialfall n = 3 lautet
1
Nz) = ——
Ar| ]

und entspricht also bis auf gravitative Konstanten dem Newton-Potential.

Darstellungsformel: Ist ¢ eine Testfunktion und ¥ (z) := ¢(z + =), dann folgt aus der
defnierenden Eigenschaft der Fundamentallosung I' und der Translationsinvarianz von A die
folgende einfache Variante einer Darstellung des Funktionswertes ¢(z) als Integral:

o(x) =1(0) = —/F(z)Aw(z)d /F JAp(z +x)d /F —z)Ap(y) dy.
Rr

Falls ¢ auflerhalb einer kompakten Teilmenge von () verschwindet, sodass weiterhin keine
Randwerte auf 02 beriicksichtigt werden miissen, dann kénnen wir diese Formel auch als

= — /F(y — x)Ap(y) dy
Q

anschreiben — das ist gewissermaflen der embryonale Zustand der unten folgenden Darstel-
lungsformel. Nun ist es interessant, ¢ auch ,bis zum Rand hinreichen zu lassen“ und weiters
die Regularitit von ¢ etwas zu lockern. Mittels der n-dimensionalen Version des Integralsatzes
von Gaufl ([FK2, §11, 3.2]) und daraus fast unmittelbar folgenden Greenschen Integralformeln
fir den Laplace-Operator ([FK2, §11, 4.1]) lasst sich alles auf so geschickte Art kombinieren,
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dass letzlich in einer Erweiterung obiger Darstellungsformel sukzessive auch Randintegrale
eingebaut werden kénnen. Wir iiberspringen hier viele Details (siehe dafiir [FK2, §14, 2.4])
und berichten nur von dem Resultat, das auf diese Weise erreicht wird.

Es sei Q C R” ein beschranktes Gebiet mit dulerem Einheitsnormalenfeld n und u eine
C?-Funktion auf Q, fiir die auch jede partielle Ableitung hochstens zweiter Ordnung bis zum
Rand 9€ hin stetig ist. Dann gilt die folgende Darstellungsformel fiir Funktionswerte von w,
wobei wir die Notation I';(y) := I'(y — =) verwenden:

(6.3) u(z) = — /I’x(y)Au(y) dy + / (Cg Oau — udyI'y).

Der Spezialfall der konstanten Funktion u = 1 ergibt in obiger Formel iibrigens

:—0+/0 0T /ar (z € Q).

6.3. Greensche Funktionen: Eine entscheidende Idee fiir die Gewinnung von Loésungsformeln
flir das Dirichlet- oder Neumann-Problem ist nun, im Gebiet €2 die Fundamentallésung I"
geeignet fiir die Randbedingungen zu adaptieren, sodass im Wesentlichen die Darstellungsformel
(6.3) verwendet werden kann. Wir erinnern an die Notation I';(y) = I'(y—=) und nehmen an, fiir
jedes x € Q sei eine harmonische Funktion y — H,(y) auf Q gegeben, also mit der Eigenschaft
AH, =0, wobei hier A in den y-Variablen wirkt. Da die Formel p(z) = — [T'(y — z)Ap(y) dy
fiir Testfunktionen ¢, die wir oben schon erwéhnt hatten, nichts anderes bedeutet als

—-AT, =0, auf R",
erhalten wir nun durch die Setzung G, :=1T', + H, ebenfalls
—AG; =96, auf,

aber mit dem entscheidenden Vorteil, dass wir durch den Zusatzterm H, ein wenig Spielraum fiir
das Anpassen der Randwerte gewonnen haben. Es ldsst sich nun relativ miihelos zeigen, dass wir
mit G, unter Bedingungen wie oben bei (6.3) zur sogenannten Greenschen Darstellungsformel
gelangen

(6.4) u(z /G ) Auly )dy+/(G Dutt — wnCy).
[5)9]

Anwendung auf das Dirichletproblem: Um nun —Au = f in Q und v = g auf 92 zu
16sen, miissen wir also mit Blick auf (6.4) ,nur ein G, konstruieren®, das die Bedingung

Gy(y) =0 firyedQ,zeQ

erfiillt. Dann erhalten wir ndmlich als Losungsformel direkt

(6.5) /G y) dy — /g@nGz.

o0
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Es gilt iibrigens, dass G, durch € bereits eindeutig festgelegt ist und stets auch die folgende
Symmetrieeigenschaft hat ([FK2, §14, Teile (a), (b) des Satzes in 2.5])

G(z,y) = Ga(y) = Gy(2) = Gy, 2).

Anwendung auf das Neumannproblem: Um nun —Au = f in Q und dyu = g auf 02
zu 16sen, miissen wir zuerst noch beachten, dass die Formel (6.4), wie schon im Kontext von
(6.3) fiir I';, oben bemerkt, eine zusétzliche Bedingung an G, beinhaltet: Ist u = 1, dann folgt
némlich ebenso 1 = — [, 0nGy. Wir setzen ¢(09) := [y 1 (das ist die [Ober-]Fliche von 99)
und suchen diesmal ein G, mit den Eigenschaften

OnGy ist konstant auf 90 mit Wert — 1/¢(02).

Damit erhalten wir dann die Losungsformel

(6.6) u(w) = / G (y)F(y) dy + / Cag.
Q o0

Die Existenz von Greenschen Funktionen ist fiir beschriankte Gebiete mit hinreichend glattem
Rand gesichert, z.B. basierend auf der ausgefeilten klassischen sogenannten Potentialtheorie,
wodurch die Fragestellungen auf Integralgleichungen zuriickgefithrt werden koénnen, deren
Losbarkeit mit funktionalanalytischen Methoden entschieden werden kann ([FK2, §14, Ab-
schnitt 5]). Die explizite Konstruktion gelingt eher nur fiir Gebiete mit sehr vielen Symmetrien.

Beispiel (Greensche Funktion fiir das Dirichlet-Problem in einer Kugel):
Wir betrachten Q := Kr(0) C R" in der Dimension n > 2 und definieren die Spiegelung eines
Punktes x # 0 an der Sphire 0Ky (0) wie folgt:

Wir setzen den Bildpunkt z, so an, dass er ebenfalls auf dem
Strahl durch z liegt und seine Entfernung ||z, || das Verhéltnis
l|lz|| : R = R : ||z.|| beachtet. Daher soll |z, = R?/||z| sein
und insgesamt
R2
Ty :

= xZ.
]2

Wir wahlen einen beliebigen normierten Vektor b € R™ und setzen

I'(y) — T'(Rb) fiir x =0,

G(z,y) = {P(y Ca) - F(IILRII(y _ g;*)) fir = # 0.

(a) Hy := Gy — I'y ist fir jedes x € Kr(0) harmonisch auf einer offenen Menge, die K (0)
umfasst: Fir x = 0 ist Ho(y) = —I'(Rb) konstant und somit harmonisch; fiir x € Kg(0) ist

automatisch z, € R™\ Kz(0) und daher H,(y) = —F(HLRH(Z/—SU*)) harmonisch fiir [|y|| < [|z«]|-
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(b) Gz(y) =0 fiiry € 0Kg(0) und x € R™: Im Falle z = 0 ist Go(y) = G(0,y) =I'(y)—T'(Rb) =
0, weil T' rotationssymmetrisch ist und ||y|| = R; fiir  # 0 ist

l

llll

2 2 2 2 2 2 4
] R R ] 2 o It LT
(y—z)|| = y— T,y — r) = 9" =275 (y, )+ 77 Iz
R R [EdIR 2 R ( 2 J* )

T 2 R2 R4
=B (52— 2 Bty + ) = el 2000 + R = (a0~ 2fo0) + {00

=(z—yz—y) =z —y|?
und daher I'(y — x) = I‘(”%H(y — x*)) wegen der Rotationssymmetrie von I', also G, (y) = 0.

Aus (a) und (b) folgt, dass G, eine Greensche Funktion fiir das Dirichlet-Problem ist. Die
Symmetrie G(x,y) = G(y, x) ist zwar nicht offensichtlich, dennoch giiltig. Fiir festes a € R"
ergibt tibrigens (x,y) — G(x — a,y — a) eine Greensche Funktion fiir die Kugel Kr(a).

Um die Formel (6.5) anzuwenden benétigen wir auch noch einen moglichst expliziten Ausdruck
fir den (n-dimensionalen) Poisson-Kern

P(z,y) = —0uGx(y) (=]l <R, [lyl = R)

fir die Kugel Kr(0). Die direkte Berechnung mit dem Einheitsnormalenfeld n(y) = y/R ergibt
(vgl. [Fol, §2.H] oder [Eva, Subsection 2.2.4])

R? — ||

Pz, y) = —= 12T
(@9) = 5 Rle —yI

was sich bestens in unsere Formel (5.21) fiir den Spezialfall n = 2 und R = 1 fiigt.

Ist z.B. die Funktion u harmonisch auf einem Gebiet des R™, das Kr(0) umfasst, also Au = 0,
dann erhalten wir mit Hilfe des Poisson-Kerns nun aus der Greenschen Darstellungsformel mit
der Notation Sg(0) := 0KRr(0) fiir die n-dimensionale Sphére vom Radius R (und do fir das
Oberflichenmafl) die Poisson-Integralformel

(67) u@ = [ Ploy)uly) doly).
Sr(0)

Konkret fiir die Losung des Dirichlet-Problems mit stetiger Randfunktion g, d.h.
Au=0 1in Kr(0), w=g auf Sg(0),
erhalten wir u(z) := g(z) fiir ||z|| = R und fiir ||z|| < R die Formel

R?—|z|* [ g(y)doly)
wnR |l = y|I
Sp(0)

R(

u(z) =

Bemerkung: Die eingangs beschriebene Spiegelung an der Sphére x +— z, ist ein Diffeomor-
phismus h: R™ \ {0} — R™ \ {0} und kann gelegentlich auch eingesetzt werden, um mittels
uy (1) := R" 2u(x,)/||z||"~2 Losungen u von Innenraumproblemen fiir 2 in solche von Auflen-
raumproblemen fiir Q, := h(Q2\ {0}) zu transformieren (sogenannte Kelvin-Transformation).
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6.4. Variationsmethode und schwache Losungen fiir das Dirichlet-Problem: Die
Grundidee zur Losung von

(D) —Au=f inQ, wu=g aufdfl

ist diesmal ein Umweg iiber Minimierungseigenschaften eines Energiefunktionals. Dazu definie-
ren wir fiir jede C''-Funktion v auf €, die samt ihrer partiellen Ableitungen erster Ordnung
bis zum Rand 9 hin stetig ist und die Randbedingung v = g auf 02 erfiillt, das sogenannte
Dirichlet- Funktional

Iw) = [ (GI9e@I? - f@)o@)) de.

Q

Sei o € 2(9), d.h. p ist eine glatte Testfunktion und hochstens auf einer kompakten Teilmenge
innerhalb Q ungleich 0. So ein ¢ verschwindet also insbesondere bereits in der Nahe des Randes
092 und kann problemlos durch 0 bis dorthin fortgesetzt gedacht werden. Nun ,variieren wir J
in Richtung ¢ um s € R“ durch Betrachtung von

h(s) == J(u+ sp) = / (%HVU—F sVol? = fu — sfcp)

Q
— / (%(HVUHQ + 28<VU,V¢> + 82||V90||2) . fu _ ngp)
Q

2
= I +s [(VuVe) =5 [ fo+ 5 [ 196l
Q Q

Q

Anwendung der Greenschen Integralformel [(Vu, V) = [5q v — [o ¢Au sowie ¢ = 0 auf
09, daher [;, Oqu = 0 ergibt also

82
hs) = J(w) =5 [(But o+ 2 [196]°.
——
h(0) Q Q
—h/(0) O(s2)

1. Beobachtung: Falls —Au = f in Q gilt, dann ist fiir jedes ¢ sicher A'(0) = 0 und

52
T+ sg) = Jw) + 5 [ 1961 = J(w),
Q

~———
>0

d.h. u ist ein (lokales) Minimum von J.

2. Beobachtung: Falls u ein (lokales) Minimum von J ist, dann muss h’'(0) = 0 fiir jedes
¢ € D(Q) gelten, also

/(Au+ e =0 firjedes p € 2(Q),
Q
was Au + f = 0 zur Folge hat ([FK2, §10, 4.1]), d.h. —Au = f in Q.

Somit haben wir gezeigt: ‘u l6st (D) <= w minimiert J ‘
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Umformulierung auf Randwert 0: Angenommen ¢ ist geeignet auf ganz ) fortgesetzt
worden, dann kénnen wir ug := u — g setzen und erhalten natiirlich

—Aug=—-Au+Ag und wug=g—g=01in 09.
Betrachten wir also das folgende Dirichlet-Problem mit homogener Randbedingung

(Do) —Aug=f+Ag inQ, wuy=0 auf o,

dann gilt offensichtlich: ‘u lost (D) <= wg 16st (Do) ‘

Das adaptierte Dirichlet-Funktional fiir v mit v = 0 auf 99 lautet einfach
1 2
Jo(w) = [ (51902 = 10) = [vag.
Q Q

Wir wende auf der rechten Seite im zweiten Integral wieder die Greensche Identitit [, vAg =
Joq v 0ng — Jo(Vg, Vv) sowie [4qv 0,9 = 0 an, dann folgt

T = [ (FIV0l = 1) + [(vg.v0)

Q Q

was den Vorteil hat, dass nur erste Ableitungen von v vorkommen. Auflerdem gilt mit einer

Uberlegung wie oben: ’ wo minimiert Jy <= wug lost (Dg) <= u=1wup+ g lost (D) ‘

Daher geniigt es also im Wesentlichen, die Losbarkeit von (Dg) zu studieren.

Schwache Losungen von (Dg): Fiir v mit u = 0 auf 052, eine Testfunktion ¢ € 2(2) und
s € R betrachten wir dhnlich wie schon anfangs

ho(s) 1= do(u+59) = [ (FIV G+ 50 = - (u+59)) + [(V9, Yl +s0)
Q Q

82
= Jo(w) +5 [((Vu, Vi) = fo + (V. V) + T [ 1902
Q Q

und lesen hg(0) = [((Vu, Vo) — fo+(Vg, V) ab. Weiters ergibt sich auch die Eigenschaft,
dass u genau dann ein lokales Minimum von Jy ist, wenn h{(0) = 0 fiir jedes ¢ ist, d.h.

(6.8) / (Vu, Vi) = / (fo— (Vg, V) fiir jedes ¢ € Z(Q).
Q Q

Wir nennen eine Funktion v mit der Eigenschaft (6.8) eine schwache Lisung des Dirichlet-
Problems (Dg). Es ist bemerkenswert, dass schon die Eigenschaft Vu € L?(£2) ausreicht, um
dieses Konzept anzuwenden; u muss dafiir also bei Weitem nicht C? sein. Wir sehen auch,
dass wir die Gleichung (6.8) im Sinne der Distributionen 2’(€2) natiirlich als —Au = f + Ag
interpretieren konnen.

Bemerkungen: (i) Indem wir die in dem Funktional Jy und in (6.8) auftretenden Integrale im
Sinne von L?(f2) auffassen, gelangen wir zum Begriff des Sobolev-Raumes Wi (). Er besteht
aus jenen Funktionen v € L?(f2), die (im geeigneten Sinne) am Rand 952 verschwinden und
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deren distributionelle partielle Ableitungen 0;v (j = 1,...,n) reguldre Distributionen sind
(also Funktionen), die ebenfalls zu L?(£2) gehoren. Speziell ist jede C'-Funktion, die am Rand
verschwindet und samt ihren ersten Ableitungen stetig bis zum Rand ausdehnbar ist, ein
Element von W ().

(i) Das Dirichlet-Funktional Jy ist also eine Abbildung W (€2) — R und schwache Lésungen
des Dirichlet-Problems (Dg) werden gerade in diesem Sobolev-Raum W () gesucht.

6.5. Eigenwertprobleme: Wir haben die Losbarkeit der Eigenwertgleichung
—Av=Xv in{Q, v=0 in 09,

wobei v nicht die Nullfunktion sein soll, in 5.4 bereits fiir 2- und 3-dimensionale Spezialfille
studiert und in 6.1 die Notwendigkeit der Bedingung A > 0 bemerkt. Mit den aus 6.4
bekannten Argumentationen ldsst sich das obige Dirichlet-Problem einfach umformulieren,
sodass Eigenfunktionen v auch als schwache Lisungen mit der Eigenschaft

/(Vv, V) = )\/Mp fiir jedes ¢ € 2() (oder auch ¢ € W, (Q2))
Q Q
charakterisiert werden konnen.

Im Falle eines beschrinkten Gebietes 2 gibt es eine Folge von Eigenfunktionen v; (j € N) mit
zugehorigen Eigenwerten A; (j € N), d.h. —Av; = Ajv; in 2 und v; verschwindet am Rand
092, mit diesen Eigenschaften:

. 0<)\1§)\2§...§)\j§>\j+1§...,
e \j =00 (j = 00),

o im Sinne des L%-Skalarproduktes (f,g)12 := [ fg gilt (vj,vk)r2 = &) fiir 4,k € N, d.h.
die Eigenfunktionen v; (j € N) bilden ein Orthonormalsystem,

o es gilt fiir jedes u € L?(2) die L?-konvergente Entwicklung
(0.9}
u= Z(vk,u>L2 Vg,
k=1

d.h. das Orthonormalsystem (vg)ren ist vollstindig. Diese L2-Entwicklung ist eine
Verallgemeinerung der klassischen Konvergenz von Fourierreihen im quadratischen Mittel.

Im Ubrigen lisst sich auch zeigen, dass v im Wesentlichen eindeutig ist (der Eigenraum zu A\
ist eindimensional) und keine Nullstellen in € besitzt. Die Folge der Eigenwerte Ay (k € N)
beinhaltet gewisse Informationen tiber € (z.B. asymptotisch iiber das Volumen von ().

Bemerkungen: (i) Auf unbeschrinkten Gebieten muss —A im Allgemeinen keine Eigenwerte
mit Eigenfunktionen v € L? besitzen. Das Kardinalbeispiel ist 2 = R, denn die Gleichung
—Av = \v geht durch Fouriertransformation iiber in ||y||? (y) = A\o(y) und somit

(lyl* = 2)o(y) =0,

also 9(y) = 0 f.ii. und daher v = 0 in L.
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(ii) Eigenwertprobleme fiir —A entstehen oft aus Wellengleichungen iiber die sogenannten
Helmholtz-Gleichungen: Betrachten wir

Ru—cAu=0 inQxR, u=0 aufdQ xR,

dann fithrt der Ansatz .
u(z,t) = e“to(x)
zu 02u = —w?e™ty und Au = ¢! Av und daher
2 2

A w w
0= e (—w?v — 2Av), also —Av= — 0= mit A:=— > 0.
c c

(iii) Beim Neumann-Eigenwertproblem
—Av=Xv inQ, Jdhv=0 in 01,
miissen wir beriicksichtigen, dass A\; = 0 stets ein Eigenwert ist, weil z.B. die konstante

Funktion v = 1 eine nichttriviale Losung ist. Abgesehen davon verlduft die Theorie sehr
dhnlich zum Dirichlet-Problem (vgl. etwa [Fol, §7.E]).
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7. Warmeleitungsgleichung

Wir verwenden in diesem Kapitel folgende Notationen und Begriffe: Ist 2 C R™ ein Gebiet
und T > 0, so bezeichnet
QT = QX]O, T[

entsprechend das (n + 1)-dimensionale Gebiet fiir das Studium der Temperaturverteilungen in
ihrer zeitlichen Entwicklung, d.h. u(z,t) ist die Temperatur zur Zeit ¢t €]0,T[ an der Stelle
x € Q). Weiters ist stets eine Anfangstemperaturverteilung ug: 2 — R gegeben und wir werden
u(z,0) = ug(x) verlangen (im geeigneten Sinne im Falle schwacher oder distributioneller Losungen).

Wir werden folgende zwei Typen von Problemstellungen betrachten:
(a) Das Anfangswertproblem AWP fiir Q = R™ lautet

Ou—Au= f in R"x]0, T,
u(x,0) =ug(z) firxz e R",

und
(b) das Anfangsrandwertproblem ARWP fiir ein beschrianktes Gebiet Q2 ist gestellt durch
Ou— Au= f in Qp,

u=g auf 9,
u(x,0) = up(z) fir x € Q.

7.1. Losungsformel fiir AWP mit Warmeleitungskern: Nehmen wir an, dass die
Anfangstemperaturverteilung des homogenen AWP

(%) ou(z,t) — Au(z,t) =0, u(z,0) =wup(x) (ze€R"t>0)

rasch fallend ist, also ug € . (R™) gilt. Wir erwarten, dass fiir jedes feste ¢ > 0 auch
die Temperaturverteilung = — wu(x,t) eine rasch fallende Funktion ist, und kénnen die
Fouriertransformation von u bzgl. der rdumlichen Variablen

u(y,t) = 71?1 7 / e~ @Wy(z,t) dr

(2m)

R

betrachten; als Parameterintegral ist die Funktion ¢ — u(y, t) differenzierbar. Aus (x) erhalten
wir dann das dquivalente Problem

(#%) oy, t) + lyl*a(y,t) =0, a(y,0) =us(y) (y€R"t>0).
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Das ist ein sehr einfaches gewohnliche Differentialgleichungsproblem fiir die Funktion ¢ — a(y, t)
mit dem Parameter y € R” und der Loésung

(7.1) iy, t) = ag(y)e 17,
Nun wissen wir aber bereits aus (3.5), dass die Funktion y — e tI¥I* als (rein raumliche)
Fouriertransformierte einer geeignet skalierten Gauf-Funktion G; auftritt, ndmlich

1 _ )
it

(2t>”/2 €

e I* — Gi(y), wobei Gy(x):=

Wenn wir das in (7.1) einsetzen und uns an die Umwandlung von Faltungen in Multiplikationen
durch die Fouriertransformation entsprechend Gleichung (3.6) erinnern, ergibt sich

1 —

W(Gt * o) (Y)

iy, t) = () = Cily) - Toly) = 7

Wegen der Injektivitdt der Fouriertransformation bedeutet dies schliefilich

(7.2) u(w,t) = W(Gt s uo)(z) = %/2 / e o) dy.

Die Funktion

1 1 _l=|? n
WGt(IIT):WG 4t ($€R7t>0)

(7.3) [(x,t) :=
wird Wdrmeleitungskern genannt und obige Losungsformel schreibt sich damit in der Form

(7.2') u(a,t) = [ T = y.8) uo(y) dy.
J

Bemerkungen: (i) Es ldsst sich zeigen, dass die Formel (7.2) bzw. (7.2") tatsichlich auch
limy 04 u(z,t) = up(x) liefert, was im Wesentlichen an der Giltigkeit von lim; o+ Gy =
(2m)"/254 im distributionellen Sinne liegt (vgl. auch PUE).

(ii) Wir haben den Warmeleitungskern in (7.3) nur fir ¢ > 0 definiert, konnten ihn aber
auf den Bereich mit ¢ < 0 ungeniert (und auch unstetig) durch I'(z,t) := 0 fortsetzen. Es
zeigt sich dann (allerdings nicht ohne Miihe), dass wir sogar eine Fundamentallsung fiir den
Wirmeleitungsoperator auf R" x R = R™*! erhalten, d.h. es gilt (siehe [For, §17, Satz 4] oder
[Fol, §4.A])

(0y — AT = 6o,

mit anderen Worten (I', —0;p — Ag) = ¢(0) fiir jede Testfunktion ¢ auf R"*!. Speziell gilt
(vgl. PUE)
o' —=AT' =0 in R"x]0, 00|,

wofiir der konkrete Nachweis wegen der Glattheit von T' in R"*1\ {0} sogar nur einer klassischen
Rechnung bedarf. (Die Glattheit von I' in den Teilbereichen ¢ > 0 und ¢ < 0 ist offensichtlich; beliebig
hiufige Differenzierbarkeit in den Punkten (x,0) mit z # 0 liegt natiirlich daran, dass exp(—||z||?/(4t))
fiir ¢ — 0+ wegen ||z|| > 0 sehr rasch gegen 0 geht.)
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(iii) Fiir jedes ¢ > 0 ist die Funktion z — I'(x,t) eine Wahrscheinlichkeitsdichte auf R", d.h. es
gilt (vgl. PUE)

/F(a:,t) dr=1 (t>0).
R

(iv) Ist f € C(R™!) eine beschriinkte Funktion und z.B. f(x,t) = 0 fiir ¢ < 0, dann erhalten
wir mit dem wie in (ii) auf R"*! fortgesetzten Wirmeleitungskern durch

u(x, t) = //F(:C—y,t—s)f(y,s)dyds: (T x f)(z,t)
R R»

eine Losung der inhomogenen Gleichung
ou — Au = f.

(Hierfur ist eigentlich nur zu begriinden, warum das Integral in der Definition von w hinreichend gut
konvergent ist, weil wir obige Gleichung dann entweder mittels Parameterintegralen oder auf Basis
von (ii) und (0; — A)(T'* f) = (O, — AT') % f = §p * f = f erhalten; wegen ' =0 und f=0int <0
reduziert sich die Integralormel fiir u(x,t) auf

_ ==y

/ e AG-9)
u(x,t)z//wf(y,s)dyds,
0 ’»

benétigt also de facto nur 0 < s < ¢, und das rdumliche Integral hat wegen der Beschranktheit von f

vermoge des Faktors e~ llz=yl*/(4(t=9)) hervorragende Konvergenzeigenschaften.)

7.2. Losungssitze fiir AWP: Hier bezeichne weiterhin I' den Warmeleitungskern aus (7.3).
Homogene Gleichung: Sei uy € C'(R") und erfiille
(%) lup(z)| < Melel” (z € R™)

mit Konstanten a, M > 0, weiters sei 0 < T' < 1/(4a). Dann ist durch

(7.4) u(a,t) == [ Tl =y, huo(y) dy
)

die eindeutige Losung (mit rdumlich hochstens quadratisch exponentiellem Wachstum) von
Ou—Au=0 inR"x]0,T]

mit der Eigenschaft

Jim (2, 0) = uo()

gegeben. Im Bereich 0 < t < T ist die Losung u sogar glatt, d.h. eine C*°-Funktion.

Die Abschitzung (x) garantiert eben fiir 0 < ¢ < T' die Konvergenz des definierenden Integrals
fiir u, sodass im Weiteren dann mit Parameterintegralen argumentiert werden kann (fiir Details
siehe [FK2, §16, 3.1]).
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Wir fligen kurze Bemerkungen an: Ist ug beschrénkt, d.h. es kann a = 0 in (%) gewahlt
werden, dann erhalten wir durch obige Formel eine Losung fir alle positiven Zeiten ¢t > 0.
Weiters erhalten wir mit der Schrankenbedingung (%) durch die Integralformel (7.4) fiir
u sogar eine Losung auch noch im Falle ug € Llloc(R”), allerdings mit der abgeschwachten
Anfangsbedingung u(., t) — wug fiir t — 0+ im Sinne der Distributionen auf R™. Ohne rdumliche

Wachstumsbedingungen kann die Eindeutigkeit der Lésung verloren gehen ([Fol, §4.A]).

Qualitative Aspekte: Die Losungsformel (7.4) ist zwar in den seltensten Féllen fiir explizite
Berechnungen direkt brauchbar (fiir einen Ausnahmefall vgl. PUE), dennoch kénnen wir mit
Hilfe konkreter Eigenschaften des Warmeleitungskernes einige qualitative Ziige von Losungen
unmittelbar ablesen.

o Ist ugp € L'(R™), dann folgt wegen e~le=vl?/(4) < 1 qurch einfache Abschétzung des
Integranden in (7.4) fiir alle z € R™ und ¢ > 0 die Schranke

[[uollz:

lu(z,t)] < W

Insbesondere gilt an jeder Stelle u(z,t) — 0 fiir t — 0+.

o Ist up > 0 und ug # 0, dann gilt u(z,t) > 0 fur alle z € R™ und ¢ > 0, weil auch
[(x—y,t) > 0ist fir alle y € R™. Wenn also ug z.B. aulerhalb einer beschréankten Menge
verschwindet, gilt dies zu keiner spéateren Zeit mehr. (Das zeigt eigentlich eine unendliche
Ausbreitungsgeschwindigkeit von Anfangsdaten durch Idealisierungen in der Modellgleichung.)

« Unter den Annahmen ug > 0 und ug € L'(R") diirfen wir fiir ¢ > 0 wie folgt rechnen

u Bl = [ fu(e)lde = [u@.de= [ [T =p.tpuoy) dyda
o

R" R™ R®

— [ usty) [T~ gty dz dy= [ fuo(w)] dy = o]l
R R

Rn

1

Also muss sich in dieser Situation die konstante
Flache bzw. das konstante Volumen unterhalb
des Graphen der Funktion « — u(z,t) fir wach-
sendes t immer starker iiber R” verteilen, weil
die maximal erreichbare Hohe ja abnimmt. In
der nebenstehenden Illustration nehmen wir
0 <t <t an.

o Das Glattungsvermogen des raumlichen Faltungsintegrals mit I'(.,¢) in (7.4) ist enorm,
weil die Losung selbst bei L -Anfangsdaten fiir ¢ > 0 stets C* ist. Wir konnen das am
eindimensionalen Beispiel mit der unstetigen Funktion ug(z) =1 fir |z| <1, ug(x) =0
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sonst, einigermaflen gut nachvollziehen. Hier ergibt sich mittels einer Substitution

z = (x — y)/\/4t direkt

z4+1
/ 1 | (z—)? 1Nz

z—y 2

ua:,t:/Fx—,td: /e_ Tt d:—/e_zdz
(z,1) 1( y,t) dy Vi J y )
2Vt

und das Integral hingt auf glatte Weise von den Grenzen ab.

Inhomogene Gleichung und Duhamel-Prinzip: Die grundlegende Beobachtung ist, dass
wir das inhomogene AWP

ow—Aw = f, w(z,0)=u(x) (ze€R"),

l6sen kénnen, indem wir w := u + v setzen, wobei v eine Losung des homogenen AWP
Ov—Av=0, v(z,0)=u(x) (ze€R"),

ist und u eine des inhomogenen AWP mit homogener Anfangsbedingung

(7.5) ou—Au=f, u(zr,00=0 (zeR").

Diese Aufspaltung kénnen wir auf Grund der Linearitédt aller Gleichungen bzw. Bedingungen
machen. Das Problem fiir v haben wir oben schon diskutiert, daher dirfen wir uns hier nun
ganz auf (7.5) konzentrieren.

Satz: Sei T > 0 und f € C(R"x[0,T])NC*(R™x]0, T[) mit der Eigenschaft, dass es Konstanten
a, M >0 mit T'< 1/(4a) und

() |f(z,t)] < Meallel?® (xeR",0<t<T)

gibt. Dann ist durch

(7.6) u(z,t) := //F(m —y,t—3s) f(y,s)dyds

0 R»

die eindeutige Losung (mit rdumlich hochstens quadratisch exponentiellem Wachstum) von (7.5)
gegeben.

Bemerkungen hier bzgl. Bedeutung und Notwendigkeit der Schranken- und Wachstumsbedin-
gungen an f und w sind analog zu jenen im oben diskutierten Fall des homogenen AWP.

Beweisidee: Formel (7.6) hat die Struktur

u(x,t) = /tus(:n,t) ds
0

uslwt) = [Tyt =5 fy.9)dy (@ R0 <5 <),
Rn
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Wir bemerken, dass mit Blick auf (7.4)

Jm us(z,t) = lim [ (e —y,7) f(y,s)dy = f(z,5)
Rn

gilt und aulerdem im Bereich ¢ > s auch

Ohus — Aug = (0 — A)(T(,t —8) = f(.,8)) = ((8 — AT (., t—s)) = f(.,s) = 0.
0

Somit ist ug also die Losung des folgenden homogenen AWP mit Anfangszeit ¢ = s:
Ous — Aug =0, wug(x,s) = f(z,s) (xeR").

Nun ist nur noch fiir das Parameterintegral u(x,t) = [§ us(z,t) ds zu bemerken, dass wir die
Relation A [} us(z,t)ds = [j Aus(z,t)ds haben sowie

t ¢
8t/u5(a:,t) ds = ut(a:,t)—f-/atus(x,t) ds,
—_——

0 ft) O

dann kommen wir direkt zu

Owu(z,t) — Au(z,t) = f(x,t) + /(8tus(a:,t) — Aug(z,t))ds = f(x,t).
0 0

Die Anfangsbedingung u(x,0) = 0 folgt direkt aus der Formel (7.6). O

Interpretation der Losungsformel mittels Punktquellen: Der Warmeleitungskern I"
ist eine Fundamentallésung fiir 9; — A und Translationen vertauschen mit Differentiationen,
daher gilt fiir jedes (y,s) € R™ x R die Gleichung

(0 = A)T(- =y, = 8) = d0,0)(- = ¥5- = 8) = (y5)-

D.h. die Funktion (z,t) — I'(z —y,t — s) ist Losung der inhomogenen Wirmeleitungsgleichung
fiir die Punktquelle d(, ), die bei (y, s) konzentriert ist. Wenn wir f(y, s) als Gewichtungsfaktor
bei (y,s) einfithren, dann liest sich Formel (7.6) als ,kontinuierliche Superposition“ der
entsprechenden Lésungen f(y,s)['(. — y,. — s) fiir die Punktquellen f(y, )y s)-

7.3. Losungssatze fiir ARWP auf einem beschrinkten Gebiet: Nun sei also 2 C
R™ ein beschrianktes Gebiet und 7' > 0. Wir wollen zunéchst das ARWP mit homogenen
Randbedingungen 16sen, d.h.

(7.7) Ou—Au=f in Qp = Qx]0,T7,
(7.8) u=0 auf 99,
(7.9) u(z,0) = up(z) firz e,

flir gegebene Funktionen f: Q7 — R und ug: 2 — R.
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Separationsansatz: Auf dem beschrinkten Gebiet 2 besitzt der Laplace-Operator —A
bekanntlich Eigenwerte 0 < A\; < A < --- mit \j 7 oo fiir j — oo und zugehorige Eigenfunk-
tionen v; (j € N), d.-h. —Av; = Av;, mit der Eigenschaft (vj, vk)r2(0) = djk-

Wir machen nun den Ansatz

t) = iaj(t)vj(a:) (xe0<t<T)

mit noch zu bestimmenden Koeffizientenfunktionen a;: |0,7[— R (j € N). Unter der Annahme
von hinreichend guter Konvergenz berechnen wir dyu = >272, a;-vj und

o0 00
Au = ZajAvj = — Z)\jajvj,
J=1

Jj=1

weshalb (7.7) und (7.9) die folgenden Bedingungen liefern:

f(z,t) = (0 — = > (aj(t) + Ajaj(®)vi(z),  wo(z) = u(z,0) =Y a;(0)v;(x)
j=1

J=1

Wir entwickeln die Funktionen z +— f(z,t) und ug mittels (.,.) := (.,.)2(q) auch nach den

Eigenfunktionen
oo o0

Uja ) Uup = Z<Uj7u0>vjv

j:l ]21

dann ergibt ein Koeffizientenvergleich in obigen Bedingungen also die Folge von Gleichungen

ai(t) + Aja(t) = (v, f( 1)), aj(0) = (vj,u0) (j €N).
Diese einfachen gewthnlichen Differentialgleichungen werden fiir jedes j € N gelost durch

t

aj(t) = (vj,u0)e ™+ [y, £ )0 ds.

0

Schwache Losungen: Wir haben oben eine Reihe aus lauter nach « und ¢ separierten
Teillosungen betrachtet. Wenn wir die Anforderungen an die Konvergenzeigenschaften dieses
Ansatzes nicht tiberstrapazieren wollen, dann werden wir nach einer Interpretation des ARWP
mit schwachen Losungen suchen. Um diese zu finden gehen wir zunéchst wieder einmal
von einer gegebenen Losungsfunktion u aus und betrachten die Differentialgleichung (7.7)
distributionell, also beide Seiten in ihrer Wirkung auf Testfunktionen auf Q7 = R"x]0,T]
Der Einfachheit halber nehmen wir gleich Testfunktionen in Produktform (x,t) — ¢(x)y(t).
(Summen von solchen sind in der Tat brauchbar, um alle Testfunktionen geeignet zu approximieren.)

Wir gehen also aus von der Gleichung

[ 1@ @ da.t) = [ ul@.(=0. - A)eEpe) de.y
Qp

Qp
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Die linke Seite ist gleich

/Tw / o) dod — /¢ "
0

Auf der rechten Seite erhalten wir

) — [, (Vu(1), Vo)

T
0/1// /Mt dq;dtf/¢ /uxtAgo()d:vdt

Q

T
= [ (= Ot.0,9) + vt 0,0h) .
0

wobei wir (u(.,t), )1 = [o(Vu(.,t), Vo) gesetzt und verwendet haben, dass der Integrand
auf dem Rand 02 verschwindet. Wir werden unten auch noch die Notation |Ju(.,t)[1 =
V(u(.,t),u(.,t)); bendtigen. Der Index 1 soll uns also daran erinnern, dass durch den Gradi-
enten gerade die Ableitungen erster Ordnung involviert sind. Eigentlich arbeiten wir hier mit
Funktionen, die bzgl. x im Sobolev-Raum W (f2) aus der Bemerkung (i) in 6.4 sind.

Lesen wir nun die ¢-Integrale als Wirkungen von Distributionen auf dem Intervall |0, T'[ auf
die Testfunktion ¥, dann lautet die Bedingung distributionell bzgl. ¢ einfach

(0,9 = 2 (- 0),9)) + (a0, 0.

Wenn wir die harmlose Annahme treffen, dass wir es hier nur mit Funktionen zu tun haben,
die bzgl. ¢ integrierbar sind, dann gehen wir durch Integration zu Stammfunktionen {iber,
beachten noch u(.,0) = up und erhalten die Gleichung

(7.10) [t vyrds + ul b)) = wop) = [(9).0)ds
0 0

Bei gegebenen Funktionen f € L?(Qr) und ug € L?(f) ist dies die definierende Gleichung fiir
schwache Losungen u, die stetig von der Zeit abhingen sollen und rdumlich mitsamt ihren
ersten partiellen (distributionellen) Ableitungen auch zu L? gehoren sollen sowie am Rand
verschwinden (also Funktionen, die bzgl. # im Sobolev-Raum W () sind).

Energiegleichung: Nehmen wir an, u sei eine Losung des ARWP (7.7), (7.8), (7.9), dann
kénnen wir die Gleichung f = 0yu — Au mit u multiplizieren und {iber €2 integrieren und
erhalten

(), ul. 1)) :/f(x,t)u(x,t) dx:/atu(:v,t)u(:c,t) dm—/u(az,t)Au(w,t) dz

Q

L\DM—~

L i / Va(e,0), Va(e, 0) de = 5 u( 0 + a0}
Q
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Integration iiber das Zeitintervall |0, ¢[ ergibt nun

/<f<.,s>,u(.,s>>ds=inu(.,t)n?||u 01+ / (. 3)[f ds.
0

also zusammenfassend die sogenannte Energiegleichung

t

(1) B = gl 0l + / JuC.s) IR ds = glluol + [ (7).l 5)) ds.

0
Fiir die homogene Gleichung, d.h. mit f = 0, ist also E(t) = ||uo|?/2 konstant.
Aus den bis hierher beschriebenen Ansétzen und Konzepten lassen sich mit sorgfiltiger Analyse

und Normabschétzungen konkrete Losungssatze fiir das ARWP (7.7), (7.8), (7.9) beweisen
(vgl. [FK2, §16, Abschnitte 4.5 und 4.6]), die wir hier nur ganz kurz andeuten:

o Eine schwache Losung im Sinne von (7.10) existiert stets und ist eindeutig.

¢ Die Reihenentwicklung des Separationsansatzes konvergiert quadratisch bzgl. z und
gleichméfBig bzgl. t €]0,T[; alternativ konvergiert sie auch bzgl. der Gradientennorm
||l]l1 und gleichzeitig quadratisch bzgl. ¢ iiber |0, T'[.

o Die Losung erfiillt die Energiegleichung (7.11).
e Ist der Rand 02 glatt und f = 0, dann ist auch u glatt und eine klassische Loésung.

Weitere Bemerkungen zur homogenen Gleichung (f = 0): (i) Falls wir eine Losung
mit inhomogener Randbedingung

u(z,t) =g(x) (xr € t>0)

konstruieren wollen, kénnen wir den Ansatz u(x,t) := v(z,t) + w(z) machen, wobei w das
Dirichlet-Problem
Aw=0inQ, w = g auf 9Q

16sen soll und v das homogene ARWP mit homogener Randbedingung
0w — Av =0 in 2x]0,00[, v =0 auf 902x]0,00[, v(x,0) = up(z)— w(x).

Dann erhalten wir ndmlich u(x,0) = v(z,0) +w(x) = up(x) —w(x) +w(x) = ug(x), fiir z € 99,
t > 0 einfach u(x,t) = v(z,t) + w(z) = 0+ g(x) = g(x) und im Bereich Q2x]0, co[ direkt
ou—Au= (0 —A)v+ 0w —Aw=0+0+0=0.

(ii) Die Koeffizienten der Reihenentwicklung u(z,t) = 3772, a;(t)v;(z) des Separationsansatzes
sind im Falle f = 0 ja besonders einfach durch

a;j(t) = (vj, uohe ™"

gegeben, wobei \; die Eigenvektoren sind und v; die Eigenfunktionen. Wegen der Monotonie 0 <
A1 < Ag < -+ gibt oftmals schon allein der erste Term eine recht brauchbare Approximation

u(z, t) ~ e vy, up)vy (x)  fir grofe t > 0.
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8. Wellengleichung

Hier sei stets ¢ > 0 eine Konstante und O := 97 — c?A der sogenannte d’Alembert-Operator,
ein partieller Differentialoperator zweiter Ordnung auf R”*! mit konstanten Koeffizienten.

Wir studieren zunéchst ausfithrlich das Anfangswertproblem AWP oder Cauchy-Problem fir
den d’Alembert-Operator bzw. fiir die Wellengleichung;:

Ou=f inR"x]0,T7,
u(z,0) = ug(z) (x €R"),
Ou(z,0) =ui(x) (ze€R").

8.1. Homogenes AWP in Dimension n = 1:

Wir gehen von der Beschreibung mittels (z,t) € R? zu soge-

nannten charakteristischen Koordinaten !
E=x+ct, n=z—ct, ¢
iiber. Dann ist die inverse Koordinatentransfomation einfach
Lo Stn &= z
2 7 2¢ '
und es gilt n
Rx]0,00[= {(z,t) € R? | t > 0} = {(§,n) € R* | £ > n}.

Nun setzen wir

U(&m) =

und berechnen (mit Argumenten in 9,u etc. jeweils x = (£ +1)/2 und t = (£ — n)/(2¢))
1 1
0cU = iaxu + %8,51@

weiter ergibt sich

1

1, 1 1 1,

(Ofu — czagu),

falls u eine C2-Funktion ist oder die Ableitungen distributionell genommen werden, weil dann
0:0,u = 0, 0su garantiert ist. Wir erhalten also aus L u = 0 die verbliiffend einfache Gleichung

0,0:U = 0,

93



woraus im ersten Schritt
0:U(&,m) = h(§)

mit einer geeigneten Funktion h folgt und dann also

€
UEm =UOm = [ hs)ds = F(©).
0

Setzen wir noch G(n) := U(0,7), dann schreibt sich das in der Form
u(z,t) =U(&n) = F(§) + G(n) = F(z + ct) + Gz — ct).

Dies beschreibt also die Uberlagerung zweier Wellenprofile, wovon im Zeitverlauf und entlang
der z-Achse betrachtet eines nach links und eines nach rechts wandert.

Umgekehrt ist sehr leicht nachzurechnen, dass durch obige Formel z.B. fiir beliebige C?-
Funktionen (bzw. alternativ distributionell) eine Losung von L u = 0 gegeben ist, d.h.

O2u — c?02u =0 <= wu ist von der Gestalt u(z,t) = F(x + ct) + G(x — ct)

Nun passen wir das noch an die Anfangsbedingungen an:

ug(z) = u(x,0) = F(z) + G(x),
uy(z) = Opu(z,0) = cF'(x) — cG'(z),

besagt auf Grund der zweiten Gleichung zunéchst
o(F(@) = Glw)) = c(F(0) + GO) + [ ui(s)ds = Ui (a).
0

woraus wir mit Hilfe der ersten Gleichung auf ug + %Ul = 2F und ug — %Ul = 2@ schliefen.
Daher ist

u(z,t) = F(x+ct) + G(x — ct)

) e . s
= §u0(m +ct) + % / ui(s)ds + §u0(1: —ct) — % / ui(s)ds,
0 0
woraus wegen [ uy(s)ds = — 19, ui(s) ds schlieBlich die d’Alembert-Formel
atct
(8.1) u(z,t) = %(uo(a: + ct) + ug(z — ct)) + % / u1(s) ds
o et

wird. Bei gegebenen Funktionen ug und u; definiert diese Formel auch tatséchlich eine Losung
des homogenen AWP, wie sich sehr leicht direkt nachrechnen lésst.

Eine geometrische Betrachtung: Geméafl der d’Alembert- ¢

Formel hingt der Wert von u im Punkt (z,¢) nur von den (z,t)
Anfangswerten im Intervall [z — ct, z + ct] ab. Genauer ge-

sagt wird ug sogar nur in den Randpunkten dieses Intervalls

benotigt, wahrend tber alle Werte von u1 in diesem Intervall

integriert wird. z—ct z+ct
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8.2. Sphirische Mittel: Als Vorbereitung fiir explizite Losungsformeln in R?x]0, oo be-
trachten wir hier Eigenschaften der Mittelung von stetigen raumlichen Funktionen v: R3 — R
iiber Sphéren

Sy (z) =0K,(z)={y eR3| ||z —y||=7} (r>0,zeRY)

gemaf

)= g [ vWdo) = 1= [ vie+r€)dofs)

4rr 4
Sr(z) S1(0)

wobei das zweite Paremeterintegral durch die Substitution y = = + 7 mit £ € S1(0) entsteht.
Wir setzen auch noch m(z, —r) := m(z,r) fir r > 0, sodass r — m(x,r) symmetrisch wird,
und spielen kurz einige einfache Eigenschaften der sphérischen Mittel durch.

@) m@,0) = o [ (@) do(e) =

S51(0)

v(x)

?47r = v(x).

(b) Ist v eine C''-Funktion, dann auch m und es gilt

oym(z,r) = i / Ojv(x + 1) do(§).
51(0)

(c) Fur skalare Funktionen (z,t) — wu(x,t) konnen wir entsprechend
1
mie,rt) = o [ ulo+ 1) dofg)
7r
51(0)
betrachten. Ist u eine C'-Funktion, so auch m und es gilt

oum(e,r,t) = - [ Qe+ 16,0 dof€),
S1(0)

(d) Wenn v eine C?-Funktion ist, dann behaupten wir, dass

1
K. (z)

gilt. Zum Beweis bemerken wir zunédchst 0,(v(z + r§)) = (Vou(x +r§),§), wobei wir fiir
y =+ r& mit £ € S1(0) gerade auch das duflere Einheitsnormalenfeld n(y) = £ an die Shére
Sy(x) erhalten. Damit berechnen wir (im letzten Schritt mit dem Integralsatz von GauB fiir das
Vektorfeld Vo)

orm(zx,r) =

&«m(ﬂ:,T‘):i&» / v(a:—Hf)do(f):i /(Vv(x+r§),§>do(§)
51(0) S1(0)
= s [ Vel o) = 1y [ (TR
Sr(2) Kr(@)  Av
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2
(e) Wenn v eine C?-Funktion ist, dann gilt die Darbouz-Gleichung 9*m + = d,m = Am.
T

Das sehen wir aus folgender Berechnung, in der wir zunéichst (d) und dann ,zwiebelweise!

Integration® der Vollkugel K, (x) tiber alle Radien 0 < p < r und Sphéren S,(z) verwenden:

(0%m + %Brm) (x,7r) = %OT (r*0,m(zx,r))

T

.

—16/A()d—18//Add—1/Ad

A2 T V) aE = 2 O veoar = 2 vao
Kr(x) 0 Sp(2) Sr(x)

T Arn
51(0) 51(0)

= [ MG do©) = A [ e+ 1) dole) = Am(a ).

8.3. Homogenes AWP in Dimension n = 3: Angenommen v ist eine C?-Funktion und

Losung von
Ou=0 inR3x]0,00[, wu(z,0)=up(x), hu(r,0)=ui(z)

und m(x,r,t) das sphirische Mittel von u(.,t). Es gilt wegen 0?u = c>Au und der Darboux-
Gleichung dann

/ dPu(y,t) do(y) = 4737“2 / Au(y,t)do(y) = Am(z,r,t)

Sr(x) Sr(z)

= (83m + % &nm) (x,rt) = %(rafm + 28rm) (x,r t) = %aT (r@,«m + m) (x,r,t)

1
Amr2c?

1
gafm(m,r, t) =

= %ar (ar(rm)) (wara t) = %83(7"7)2(.%,7“, t))

Setzen wir also M (z,r,t) := rm(x,r,t), dann ist wegen der Symmetrie von m bzgl. r nun
M(x,—rt) = —M(x,r,t) und

8t2M(:n,'r,t) = r@fm(x,r, t) = 0283 (rm(z,r.t)) = 0283M(x,7“, t).
Weiters ist

M(x,r,0) =rm(x,r,0) = 4—71“" / u(y,0)do(y) = — / uo(y) do(y) =: My(x,r)

und

WM (z,r,0) = rym(zx,r,0) = ﬁ / Ou(y,0) do(y) = ﬁ / ui(y) do(y) =: My(x,r).

Sr(z) Sy ()

!Zuerst Translation um z, also von K,(z) auf K,(0); dann Kugelkoordinaten (p, ¢, #) fiir K,.(0) nechmen;
der Anteil p?sin @ dp df entspricht gerade dem Oberflichenma8 von S,(0); schlieBlich Translation um x
riickgéngig machen, wodurch aus S,(0) dann S,(x) wird.
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Zusammengefasst ist fiir jedes fixe z € R™ die Funktion w: (r,t) — M (x,r,t) eine Losung des
eindimensionalen homogenen AWP

O*w — 0Pw =0, w(r,0) = My(z,r), Ouw(x,0)=M/z,7).

Nach der d’Alembert-Formel gilt also

r+ct
(%) M(x,rt) =w(rt) = %(Mo(:n, r+ ct) + Mo(z,r — ct)) + 1 / M;i(z,s)ds.

2c
(0]

r—ct

Aus der Eigenschaft (a) der spharischen Mittel wissen wir auch, dass wir die Funktionswerte
durch r — 0 zuriickgewinnen, d.h.

1
(k) u(x,t) = m(x,0,t) = lim m(x,rt) = lim —M (x,r,t),

r—0 r—07r

was uns zu dem kithnen Unterfangen verleitet, den letztgenannten Limes aus der obigen
Gleichung (%) bestimmen zu wollen.

Wegen My(z,r — ct) = —My(x,ct —r) ist

,@ (MO x,r+ct) — MO(:L‘,CL‘)) - %(Mo(m,ct —r) — My(z, ct)),

was fiir r — 0 offensichtlich gegen
1 1 1
iarMo(x,ct) + iarMo(a:, ct) = 0, My(x,ct) = Eat (Mo(x, ct))

strebt. Wegen M, (z, —s) = —M;(z,s) ist [,"%" My (z,s)ds = 0 und somit

r+ct r+ct
7._ /Mlscsds—t——/Mlxs /Mlxs
2cr 207“
r—ct
] r+ct r+tct 1 ct—r
= o /Ml(xs ds—l—— / Mi(z,s)d = oo /Ml(af s)ds—ﬁ / M (x,s)ds
ct ct ct

was fiir r — 0 gegen
1 1 1
—M t)+ —M t) = -M t
2 l(xac)+2c 1(33’0) c 1(1’,0)
konvergiert.

Wir erlangen nun also insgesamt im Limes r — 0 mit Hilfe von (#x*) zunédchst u(z,t) =
%6,5 (MO(:B, ct)) + %Ml (z,ct) und mit den Definitionen von My und M; dann die konkrete
Darstellungsformel von Poisson — besser bekannt auch als Kirchhoffsche Formel —

1
(8:2) u(z,t) = O Tncot {) uo(y) do(y) | + o [) u1(y) do(y).
Sct(x Sect(x
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Die t-Ableitung im ersten Term der obigen Formel kénnen wir auch noch durchfiithren:

Oy 47r162t / “0(?/) do(y) =0 ﬁ / uo(x + Ctﬁ) do(f)
Ser ) $1(0)
— % / uo(x + ct&) do(€) + % / By (uo(x + ct)) do(€)
51(0) $:0)
- lelg / uo(y) do(y) + % / (Vug(z + ct€), c€) do(§)
Set(@) $1(0)
1
= g / (UO(?/) + (Vuo(y),y — :p)) do(y).

Set ()
Damit kommen wir zu einer alternativen Darstellung der Losung in der Form

1

| (w0() + (Vaoly), y = 2) + tus(y)) do(y).

Set ()

Wiederum lésst sich durch direkte Rechnung auch zeigen, dass bei gegebenem ug und u; diese
Formeln tatséchlich eine Losung des homogenen AWP liefern.

Geometrisch-physikalische Aspekte: (i) Wir sehen aus der Formel (8.3) deutlich, dass
der Wert der Losung u an der Stelle x zur Zeit ¢t nur von den Anfangsdaten ug, Vug und uq
auf der Sphdre mit Radius ct um den Punkt x abhdngt.

(ii) Wenn wir einen zur Zeit 0 bei xy konzentrierten Signalimpuls durch Anfangsdaten mo-
dellieren, die aulerhalb einer kleinen Umgebung K. (zg) von z( verschwinden, dann ist auf
Grund obiger Formel u(x,t) = 0, falls die Sphére Sy (z) die Umgebung K. (z¢) nicht schneidet.
Insbesondere kann an einer Stelle  im Abstand d := ||z — z¢|| > 0 von der Quelle x( also erst
nach der Zeit (d — ¢)/c ein Wert ungleich 0 zu verzeichnen sein. Das bedeutet eine endliche
Ausbreitungsgeschwindigkeit von Signalen.

8.4. Homogenes AWP in Dimension n = 2: Hier kommt die sogenannte Abstiegsmethode
von Hadamard zum Zug. Ist die Funktion (x1,x2,t) — u(x1, z2,t) eine Losung der homogenen
zweidimensionalen Wellengleichung mit Anfangswerten ug und wup, dann ist die Funktion
U: (z1,22,23,t) — u(w1,z2,t) eine Losung der dreidimensionalen Wellengleichung, weil ja
02,U = 0 ist. Weiters ist natiirlich

Uo(z1, 22, x3) := U(z1, 2, 23,0) = uo(z1, x2), U1 (21, 22, 23) = O U (21, x2, x3,0) = ui(x1, z2),

sodass wir auf U die Losungsformel (8.2) anwenden kénnen. Dort treten Integrale fiir U;
3

ct)(‘r17 £U2, 1173)
bezeichnen wollen. Weiters kénnen wir fiir z = (z1,22),y = (y1,%2) € R? Punkte im R3

natiirlich durch (x,z3) und (y,y3) mit x3,y3 € R beschreiben. Dann ist

( = 1,2) iiber Sphéren im R3 auf, die wir temporir zur Verdeutlichung mit S (

S (@1, 9, 23) = S (@, 23) = {(4,43) | ¥ € Kea(2), ys = w3 £ /22 — ||y — 2|2},

=04 (y)
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wobei K. () die abgeschlossene Kreisscheibe im R? mit Radius ¢t und Mittelpunkt x ist.
Abgesehen vom Aquator x3 = 0 lassen sich also die obere und die untere offene Hemisphére
als Teilmenge von S, 8 )(3:,333) mittels y — (y,¢+(y)) durch die offene Kreisscheibe K. (z)
parametrisieren. Das entsprechende Flachenmaf ist jeweils

2
—(y—1) ly — «|?
dy:\/1—|— dy
J ch?t? PRk P -

Ty — 2I?
22 ct
= dy = dy.
Vc?t?—ny—xu? YeEE =

Der Integrand U; (j = 1,2) héngt nicht von x3 oder y3 ab, also ergeben die Integrale
iiber die untere und obere Hemisphére densselben Ausdruck, was wir durch einen Faktor 2
berticksichtigen und zu folgender Formel gelangen:

VI V2 )2 dy

u;(y)
Ujdo= — J d
47702t / ? 2 me / Vet —ly — xf? v
S()(a:xJ)

Somit erhalten wir schliefflich fiir das homogene AWP im Falle n = 2 die Losungsformel

1 uo(y) uL(y)
8.4 1) =0 | 5— / W +5 /
s 2me, ) VEE—Ty =] T \/02752 v "
ct\T

Wir bemerken, dass der Wert von u im Punkt (z,¢) nun von den Anfangswerten jeweils auf
der ganzen zweidimensionalen Kreisscheibe K. (x) abhédngt, wihrend die Eigenschaft der
endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit von Signalen analog zum Ein- und Dreidimensionalen
unmittelbar einsichtig ist.

8.5. Inhomogenes AWP und Duhamel-Prinzip: Wir 16sen das inhomogene AWP

Ow=f inR"x]0,00],
w(x70) = Uo(J?) ($ € Rn)?
Ow(z,0) = uy(x) (x €R"),
wieder mittels Superposition w := u + v, wobei v die Lésung des homogenen AWP
Ov=0 inR"x]0,00],
(+) o(,0) = ug(x) (z € R"),
O (x,0) = ui(z) (x €RM),
ist und u die Losung des folgenden inhomogenen AWP mit homogenen Anfangsbedingungen:
Ou=f in R"x]0,00],
(%) u(z,0) =0 (zeR"),
Ou(z,0) =0 (x €R"™).
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Wie schon bei der Warmeleitungsgleichung ist das Duhamel-Prinzip anwendbar, das Losungen
von (#x*) erzeugen kann, soferne Losungen von Problemen der Klasse (x) bekannt sind. Wir
skizzieren die Vorgangsweise, ohne auf alle technischen Details einzugehen.

Fiir s > 0 sei ug die Losung des folgenden homogenen AWP mit Anfangszeit t = s:
Ous =0 in R"x]s, o0],

us(z,s) =0 (zeR"),
Ous(z,s) = f(z,s) (zeR"™).

Ist zum Beispiel 4 eine Losung des homogenen AWP mit a(x,0) = 0 und d:u(x,0) = f(z,s),
dann kénnen wir ug(z,t) := @(z,t — s) setzen, denn Oug(.,¢t) =0Oa(.,t —s) =0, us(z,s) =
@(z,0) = 0 und drus(z, s) = ori(z,0) = f(z,s).

Nun betrachten wir ,
u(z,t) == /us(x,t) ds
0

und beginnen mit den Berechnungen. Zunéchst ist

t t
Ou(z,t) = u(z,t) + | Ous(x,t)ds = /8tus(x,t) ds
0 0 0

und daher

¢ ¢

Otu(x,t) = Oyuy(,t) —i—/@tzus(a:,t) ds = f(z,t) + c2A/us(m,t) ds = f(z,t) + FAu(z,t).

—_——— —_———
f(z,t) 0 2 Aug(z,t) 0

Auflerdem ist u(x,0) = fOO us = 0 und du(x,0) = f(? Orus = 0, also 16st u das Problem (xx).

Fir die Raumdimensionen n = 1,2, 3 konnen wir aus dem Duhamel-Ansatz und den bisher
gewonnenen Formeln sogar konkrete Darstellungen fiir v entwickeln.

Aus der d’Alembert-Formel (8.1) erhalten wir nach kurzer Rechnung (vgl. PUE)

1
(85) u@t) =5 [ F@.9)d.9).
B(z,t)

s

wobei iiber das Abhéangigkeitsgebiet (z,t)
B(z,t) :={(y,s) eR* |0 < s < t,|y—z| < c(t—s)}
B(z,t)

integriert wird. » "

‘ T—ct z+ct

Aus (8.4) angewandt auf die Losung 4 von

Oa=0,u(zx,0) =0,0u(x,0) = f(z,s)
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erhalten wir zunéchst fir us(z,t) := a(z,t — s) den konkreten Ausdruck

fy,s)dy
us(z,t) = ( t—S 271-0 /( \/CZt—S ”y_xH2

Kc(t s) £E

und daraus mit dem Duhamel-Prinzip

t

u(et) = / o(z,0)d 21/ / \/02 tf s) )d|iyy93H2 ds

0 K c(t 9)

Also ergibt sich mit dem Bereich B(z,t) := {(y,s) € R® | 0 < s < t,|ly — | < c(t — s)}
insgesamt die Formel

f(y,s)

0 e e / NGO T TER

In diesem Fall entsteht im Zusammenspiel mit der Poisson-Darstellungsformel (bzw.
Kirchhoffschen Formel) (8.2) der Losungsbestandteil us(x,t) := @(z,t — s), wobei wieder
Oa=0,a(zx,0) =0,0u(x,0) = f(z,s) gelten soll, in der Form

us(z,t) = a(z,t —s) = 47ch P / f(y, s)do(y)

und weiters dann mittels Substitution p = ¢(t —s) und anschlieBender zwiebelweiser Integration

t t
u(x,t) = /us(:n t)d = / / = s) do(y) ds
0 0 Sc(t s)(x)

ct ) _p
- 477102/ / f<y7pt/c 2 do(y) %dp: 47302/ / f(y7tp 2 do(y) dp

0 Sp(l") 0 Sp(x)

Fz,t — = xH)
dz.
47rc2 / Hz—xH :

Wir erhalten also die Darstellung

(8.7) u(z,t) = o

/ Fly:t—zly —=l)

ly — ||
Kei(x)

Es ist gut zu erkennen, dass fiir fixes z € R? im Laufe der Zeit das Gebiet ;o Ket(x) von
den Integrationen tiberstrichen wird und wegen

UKct )= {(y,t) eRY |t >0, ||y — z||* < 2t?} =: B(x)
>0
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ist der Rand 0B (z) dieser Menge gerade der Vorwdrtslichtkegel C*(x,0) im R* ausgehend von
(z,0), d.h.
DB(x) = € (1,0) = {(y,1) € B | £ > 0, |y — a]]* = 2},

8.6. Anfangsrandwertproblem ARWP und schwache Lésungen: Wir diskutieren nun
in ganz groben Ziigen die folgende Problemstellung fiir ein beschranktes Gebiet 2 C R™:

Ou=f in Qp:=0Qx]0,T7,
u=0 auf 002x]0,T7,
u(z,0) = up(z) (x€Q),
Oru(z,0) =ui(z) (x € ).

Separationsansatz: Ganz &hnlich wie schon bei der Warmeleitungsgleichung versuchen wir
es mit

uz,t) =Y a;(t)v;(2),
j=1

wobei die v; (j € N) ein vollstandiges Orthonormalsystem aus Eigenfunktionen zu —A sind
mit zugehorigen Eigenwerten 0 < A\; < Ag < -+- < A\ T o0 (K — 00). Die Wellengleichung
O?u — 2Au = f zusammen mit den Eigenwertgleichungen Av; = —\;v; fiihrt nun wieder
durch Koeffizientenvergleich auf eine Folge von gewohnlichen Differentialgleichungen

af(t) + Nja; (1) = (v, f(,1))  (j €N).
Die Anfangsbedingungen ergeben entsprechend
a;(0) = (vj,uo), a5(0) = (vj,u1) (j €N)

und machen obige Differentialgleichung auf elementare Art eindeutig lésbar (basierend auf den
Funktionen cos(tcy/A;) und sin(tcy/A;)). SchlieBlich bleiben im Wesentlichen Konvergenzfragen
zu kldren (~ schwache Losungen) und Randwert 0 ist allein schon durch die Eigenfunktionen
v; geméaf Dirichlet-Problem fiir A garantiert.

Schwache Losungen: Wir gehen wieder grundsétzlich davon aus, die Differentialgleichung
Owu = f distributionell zu betrachten und die Anfangsbedingungen nur als Limes ¢ — 0 im
Sinne von L2-basierten Normen. Wie schon bei der Herleitung von (7.10) fiir die Wirmelei-
tungsgleichung empfielt sich die Distributionswirkung auf Testfunktionen von Produktform
(x,t) = o(x)1(t), worauthin wir zum folgenden Konzept der schwachen Losungen fiir das AR-
WP gelangen konn(t)en (wieder mit der Notation (v, w); = [,(Vv, Vw)): Fiir alle Testfunktionen
 auf R" verlangen wir

t

(88) <atu('7t)790> - <atu('70)730> + ? /<u(‘75)7 90>1 ds = /<f(’ s)’90> ds,
0

0

wobei u zumindest stetig bzgl. t+ mit Werten im Sobolevraum W4 (£2) sein soll und die
distributionelle Zeitableitung d;u stetig bzgl. ¢t mit Werten in L?(£2). Mehr Details dazu und
auch Satze zur Existenz und Eindeutigkeit finden sich in [FK2, §17, Abschnitte 4.2-4].
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Energiegleichung: Angenommen u erfiillt die Wellengleichung
f =0 —cAu
und f sowie u bzw. fiir u auch die ersten und zweiten partiellen Ableitungen sind quadratisch

integrierbar. Wir multiplizieren die Gleichung mit dyu, integrieren raumlich iiber €2 und
erhalten

(f(.1), Opul., /82 t) Qpu(.,t) — ¢ /Au ) Oru(.,t)

= ;di J@at.7+ ¢ / (Vu(. 1), Vou(, 1) = - & ol D) +02 1R
L © 1a(y(.1),Vu(.t)
Weitere Integration bzgl. ¢ fithrt nun zu
1 t
5 (19001 + 2, 011) = 5 (N, 0 + u 0)F) + Jirs). 0l ) ds
=:E(t) E0)=(lu1[2+c*|luoll})/2 "

und somit zur Energiegleichung

t

(8.9) E(t):E(O)+/<f(.,s),8tu(.,s)>ds, wobei E(t) ;:%(Hatu(.,t)w+c2\|u(.,t)”§).

0
Als Spezialfall gilt fir die homogene Gleichung, also f = 0, die Energieerhaltung F(t) = E(0).

Dariiberhinaus folgt aus (8.9) auch die Eindeutigkeit der Losung des ARWP: Angenommen
u und v erfiillen beide dasselbe ARWP, dann 16st die Differenz w := u — v das ARWP mit
homogenen Daten f = 0, ug = u; = 0 und nach der Energiegleichung ist dann 0 = E(t) =
(o (., t)||* + 2[Jw(.,t)||?)/2 fiir alle t > 0, was w = 0 impliziert.

8.7. Geometrische Aspekte des d’Alembert-Operators: Wir streifen hier nur manche
dieser Eigenschaften und Konzepte und dies auch nur ganz oberflichlich, mehr Details und
Hinweise dazu finden sich in [FK2, §17, Abschnitte 2.1-5].

Invarianz unter Lorentz-Transformationen im Falle n = 3: Die Minkowski-Metrik auf
R4 entspricht (je nach Konvention) der symmetrischen Bilinearform 1 auf R*, gegeben durch
n(z,y) :== 27 - J -y mit der Diagonalmatrix J := diag(1,1,1, —c?) (oder deren Negative). Eine
lineare Abblldung L: R* — R* heifit bekanntlich Lorentz- Transformation, falls LILT = J gilt,
was gleichbedeutend mit der Bedingung n(Lz, Ly) = n(x,y) ist. Der d’Alembert-Operator auf
dem Minkowskiraum R* ist im folgenden Sinne invariant unter Lorentz-Transformationen:

O (u(L (7)) = Eu)(L (7)),

d.h. es ist nicht wesentlich, ob wir eine Lorentz-Koordinatentransformation vor oder nach der
Anwendung von [ durchfiihren.
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Charakteristische Hyperflichen: Dies sind Hyperflichen M C R™ x R mit der Eigenschaft,
dass fiir ein (und daher jedes) Normalenfeld n = ( ;) auf M die Bedingung

vy —vl* =0

gilt. Die Bedeutung dieser Bedingung kénnen wir quasi ein wenig physikalisch-geometrisch

erorten: Betrachten wir w := (_502’/), dann ist unter obiger Bedingung w wegen ((,, ), w) =
—c?||v||? + v3 = 0 stets normal zu n, also tangential zu M. Mit dem (n + 1)-dimensionalen
Analogon der Minkowski-Metrik 7((x,t), (y,5)) := (x,y) — c*ts gilt aber zusitzlich n(w,w) =
Av|? = 2@ = A(AE|v]]? — v3) = 0, d.h. w ist auch stets lichtartig. Somit besitzt eine

charakteristische Hyperfliche also an jedem Punkt einen lichtartigen Tangentialvektor.
Ist die Hyperfliche als Nullstellenmenge M = {(z,t) | ®(z,t)} einer C1-Funktion ® mit auf M
nichtverschwindendem Gradienten gegeben, dann ist bekanntlich n = (gfg’ ) ein Normalenfeld

und die Bedingung an M, charakteristisch zu sein, lautet
(0,2)* — ||V, =0,

was als charakteristische Differentialgleichung oder Eikonalgleichung bezeichnet wird.

Zum Beispiel ist fiir jeden Punkt (zg,t9) € R” x R der Vorwirtslichtkegel M = CT (g, ) :=
{(y,t) € R® x R™ | t > tg, |ly — 20||*> = c2(t — t9)?} eine charakteristische Hyperfliche (vgl.
PUE, auch fiir weitere Beispiele).

Wellenfronten: Im speziellen Fall einer Hyperflache mit Darstellung M = {(z,t) | t = ¢(x)}
mittels einer C''-Funktion ¢ (also ®(z,t) = t — ¢(x)) lautet die charakteristische Differentialglei-
chung ganz einfach

Vel = 1.

Fiir jedes feste t heifit dann die projizierte Hyperfliche
My:={zeR"|(t,z) e M} ={x e R" |t = p(2)}

des R™ eine Wellenfront (zur Zeit t). Solche Konstrukte sind u.a. in der geometrischen Optik

von Bedeutung.

Schwache Stoflwellen: Dies sind distributionelle Losungen u der homogenen Wellengleichung
Owu = 0, die global C' sind, aber nirgendwo C? auf einer Hyperfliche M, der sogenannten
Singularititenfiiche, und aulerhalb M glatt sind. Es ldsst sich zeigen, dass in so einem Fall
M zwingend eine charakteristische Hyperflache sein muss.
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Teil D

Lineare Operatoren auf
Hilbertraumen
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In diesem VO-Teil betrachten wir Vektorrdume grundsétzlich mit den komplexen Zahlen als
Skalarenbereich. Ein grofler Vorzug des komplexen Skalarenkorpers C gegeniiber R in der
Linearen Algebra ist Ihnen sicher noch geldufig: Quadratische komplexe Matrizen besitzen stets
(komplexe) Eigenwerte, wahrend fiir reelle quadratische Matrizen eben keinesfalls garantiert
ist, dass es reelle Eigenwerte gibt.

D.h. wir haben es hier immer mit komplexen Vektorrdumen zu tun und somit sollen auch alle
auftretenden Funktionen komplexwertig sein, wenn es nicht explizit anders gesagt wird.

Wir umreifien in diesem Teil nur die allerersten Anfangsgriinde eines enorm umfangreichen
Themenkreises im Schnittbereich von Funktionalanalysis und Mathematischer Physik, oftmals
ohne {iberhaupt sporadische Argumentationsskizzen oder Beweise anbieten zu kénnen. Wer
ein bisschen mehr zum Hintergrund der Begriffe und Konzepte oder tiber hier ,,unterschlagene®
Begriindungen nachschauen will, kann z.B. die Biicher [FK2] und [Wer] konsultieren.
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9. Hilbertraume und einige Begriffe aus der
Quantenmechanik

Wir erinnern an die Lineare Algebra: Ein Skalarprodukt auf einem komplezen Vektorraum H
ist eine Abbildung (.,.): H x H — C, (v,w) — (v, w), mit den folgenden Eigenschaften fur
beliebige v, w, v1, va, w1, ws € H und A1, Ao € C:

(i) Linear im zweiten Argument, d.h. (v, \jw; + Aawa) = A1 (v, w1) + A2(v, wa) und
konjugiert linear! im ersten? Argument, d.h. (Ajv1 + v, w) = A1 (v1, w) + A2 (v2, w);

(ii) Hermitesche Symmetrie (w,v) = (v, w);
(iii) positiv definit, d.h. (v,v) > 0 gilt immer; und (v, v) = 0 nur, falls v = 0.

Das Standardbeispiel mit n» Dimensionen ist natiirlich H = C" mit

(9.1) (x,y) = Zﬁyk (r,y,€ C"x = (z1,...,2n),y = (Y1, Yn))-
k=1

Weiters erinnern wir daran, dass aus einem Skalarprodukt stets die Norm
(SN) [oll ==/ (v,v) (veEH)
entspringt und fiir diese die Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt:

(CSU) [{v, W) < ol lw] - (v, w € ).

9.1. Hilbertraume: Ein komplexer Vektorraum H mit Skalarprodukt heif3t Hilbertraum,
falls er bzgl. der Norm (SN) wvollstandig ist, d.h. dass jede Cauchyfolge (uy)nen in H auch in
H konvergiert, es also ein u € H gibt mit |lu, — u|| — 0 fiir n — oco.

Wir wiederholen kurz, was es heifit, dass (u,,) eine Cauchyfolge ist: Fiir jedes € > 0 kénnen wir ein
ko € N finden, sodass ||u, — un|| < € fir alle n,m > kg gilt.

Aquivalent zur Bedingung der Vollstéindigkeit ist {ibrigens auch folgende praktisch relevante
Eigenschaft (sieche [Wer, Lemma 1.1.8]): Ist v € H fir k € N und Y72, ||vk|| < oo, dann
konvergiert >, _, v in H. D.h. absolut konvergente Reihen sind stets konvergent in J.

Beispiele: (Wir iiberspringen hier die teilweise etwas langwierigeren Nachweise der einzelnen behaup-
teten Eigenschaften; wir verweisen dafiir z.B. auf [FK2] oder [Wer].)

Loft auch antilinear genannt
2 Achtung: Die Konvention bzgl. konjugiert linear im zweiten oder ersten Argument ist nicht einheitlich in der
Literatur; im Rahmen der Quantenphysik diirfte die hier verwendete Version am gebrauchlichsten sein.
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1) Jeder endlichdimensionale komplexe Vektorraum mit Skalarprodukt ist auch vollstandig
und daher ein Hilbertraum.

2) Der komplexe Vektrorraum [? aller komplexen Zahlenfolgen z = (x)ren mit der Eigenschaft
S |on|? < 0o wird mit dem Skalarprodukt

(0.2) 0y) =3 T
k=1

zum Hilbertraum. Dies ist die unmittelbarste unendlichdimensionale Erweiterung des Stan-
dardbeispiels C", den wir hier als Teilraum der Folgen (z3) mit x; = 0 fir £ > n auffassen
kénnten.

3) Die quadratisch (Lebesgue-)integrierbaren Funktionen(klassen) L?(R") mit dem Skalarpro-
dukt

(r.9) = [ TG o)z
&

ergeben ein wichtiges Standardbeispiel fiir einen unendlichdimensionalen Hilbertraum.

‘Es bezeichne ab nun H stets einen Hilbertraum. ‘

9.2. Orthogonalitét: Aus der Linearen Algebra sind die beiden folgenden Begriffe bekannt:
Zwei Vektoren v, w € H stehen orthogonal aufeinander, in Zeichen v L w, falls (v, w) = 0 gilt.
Fiir eine nichtleere Teilmenge M von H heifit

Mt = {v eI | (v,u) =0 fiir alle u € M}

das orthogonale Komplement von M und M~ ist stets ein Teil(vektor)raum von 3. Natiirlich
ist {0} = H und H+ = {0}.

Aus den Skalarprodukteigenschaften folgt fiir v,w € H mit v L w der Satz von Pythagoras

lo +wl* = (v +w,v+w) = (v,0) + (v,w0) + (w, ) +{w, w) = [[v]]* + [Jw]|.
0 0

Ist V ein abgeschlossener® Teilraum von 3, dann zeigt sich, dass fiir jedes v € H die
Minimierungsaufgabe

[ — w|| = dist(u, V) = inf{|u — o] | v € V}

eine eindeutige Losung w € V hat, die wir mit Pu bezeichnen. Die Abbildung P: H — H
ist linear mit P(H) = V und heifit Orthogonalrojektion oder orthogonaler Projektor auf V.
Weiters gilt fiir alle u € H stets

w—PucVt (bzw.u—PulV) und P?*u= Pu (also P*=P)
sowie fiir beliebiges w € H auch die Symmetrieeigenschaft

(Pu,w) = (u, Pw).

3D.h. ist (vn) eine Folge in V und gilt v, — v in H, dann muss v € V sein.
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Mit Hilfe von v = Pu + (u — Pu) léasst sich somit die folgende direkte Summeneigenschaft
nachweisen:

H=VaVe

Zur Wiederholung: Diese Gleichung besagt gerade, dass es zu jedem u € H eindeutige Vektoren
v eV und w € V+ mit der Eigenschaft v = v + w gibt. Weiters folgern wir daraus wegen
llull?> = [|Jv]|* + ||w]|? > ||v||* und v = Pu auch sofort

[Pull < fluf-

Ubrigens ist V*+ auch ein abgeschlossener Teilraum und I — P der orthogonale Projektor
darauf. Wir erhalten auch (V+)* =V,

Ist U C J eine Teilraum, der nicht unbedingt abgeschlossen zu sein braucht, dann gilt
(UL)+ =T (Abschluss). Der Teilraum U heifit dicht, falls U = H gilt, d.h. jeder Vektor v € H
ist approximierbar durch eine Folge (uy) von Vektoren uy € U. Es gilt

(9.3) U dicht in { <= U+ ={0}.

9.3. Orthonormalsysteme: In der Linearen Algebra der n-dimensionalen Vektorrdume mit
Skalarprodukt H spielen Orthonormalbasen v1,...,v, € H eine der Hauptrollen, weil sie als
Basis von J mit der Zusatzeigenschaft (vj,vg) = 6 (1 < j, k < n) insbesondere fiir jedes
u € H die folgende orthogonale Entwicklung mit eindeutigen und sehr rasch berechenbaren
Koeffizienten erlauben:

n
u = Z(Uj,u>vj.
j=1

Im Falle eines unendlichdimensionalen Hilbertraumes miissen wir nur den Begriff ein wenig
vorsichtiger angehen, dann stellt sich dennoch ein vergleichbarer Erfolg ein. Wir nennen eine
Folge (vi)ken von Vektoren in H ein Orthonormalsystem (Abkiirzung ONS), falls

(vj,v) = 0 (J,k €N)

gilt. Also ist ebenso wie im endlichdimensionalen Fall stets ||v;|| = 1 und (vj,vy) = 0 fiir j # k,
woraus tibrigens auch folgt, dass die Menge {v; | j € N} linear unabhéngig ist.

Ein Orthonormalsystem (vg)ren wird nun als vollstdndig bezeichnet (Abkiirzung vONS), falls
fiir jedes u € H die Entwicklung

e.9]
(9.4) w="3"(v;,u)u;
j=1

im Sinne der Norm-Konvergenz in H gilt. Analog zum Endlichdimensionalen ist leicht zu
sehen, dass die Koeffizienten einer solchen konvergenten Entwicklung u = Z;‘;l Ajv; eindeutig
sind: Betrachte einfach (vg,u) = 37721 Aj(vg, vj) = Ag. (Hier haben wir wegen Vertauschung eines
Grenzwertes mit dem Skalarprodukt stillschweigend verwendet, dass die Abbildung z — (w, z) stetig
H — C ist fir jedes w € H, was unmittelbar aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (CSU) folgt.)
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Beispiel: 1) Im 12 ist durch vy, := e}, := (0,...,0,1,0,...) mit einem Einser an der k. Stelle
und sonst Nullen klarer Weise ein ONS gegeben, das auch vollstdndig ist, weil wir jedes
r = (zp)ren € 1% in der Form

oo
x = (r1,22,23,...) = Za:jej
i=1

schreiben koénnen; die Konvergenz der Reihe trifft zu, weil fiir jedes NV € N der Ausdruck

N ]
||.T - Z'rjej”Z = ”(07 cee 707xN+17xN+2)||2 = Z ‘xj‘Q
j=1 j=N+1

ein Reihenrest der nach Definition von * konvergenten Reihe 232, |x;|* < oo ist.

2) Im Hilbertraum L?([—, 7]) mit dem Skalarprodukt
o)=L [ Tt a
79 T 27_[_ g

bilden die Funktionen v (k € Z) mit v (t) := e*** ein ONS, wie eigentlich schon im ersten
Semester bei den Grundbegriffen zu Fourierreihen festgestellt. Auflerdem entsprechen die
Skalarprodukte

™

(v ) = 5= [ e M0y de

gerade den Fourierkoeffizienten. Die Eigenschaft der sogenannten quadratischen Konvergenz
von Fouriereihen, also die L2-konvergente Entwicklung

F=> (v, fHvj,

JEZ
besagt nun wiederum, dass die vy, (k € Z) ein vONS in L?([—m,7]) bilden.

Bemerkungen: (i) Auf Grund des obigen Beispiels 2) wird die Entwicklung (9.4) im abstrakten
Hilbertraumfall oft auch als Fourierentwicklung bezeichnet. In jedem Fall handelt es sich um
eine direkte Verallgemeinerung.

(ii) Wir hatten das Orthonormalsystem im Beispiel 2) bequemer Weise mit der Indexmenge Z
statt N versehen, was natiirlich keinen qualitativen Unterschied macht und durch eine geeignete
Bijektion N — Z, also eine Abzadhlung der ganzen Zahlen, technisch umgeschrieben werden
konnte. Entscheidend ist in diesen Beisielen nur, dass wir jeweils abzdhlbare ONS haben, die
also mittels Folgen von Vektoren angeschrieben werden koénnen.

Wir werden nun stets die | Existenz eines abzdhlbaren vollstdndigen ONS im Hilbertraum H

voraussetzen, was iibrigens dquivalent dazu ist, dass H separabel ist, was wiederum bedeutet,
dass es eine abzihlbare Teilmenge A C H mit A = J gibt, d.h. jeder Vektor v € H kann
durch Folgen aus A approximiert werden.
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9.4. Weitere Eigenschaften: Sei H ein Hilbertraum mit vONS (vg)ken. (a) Sind u, w € K,
dann gilt ja gemdB (9.4) u = 3772, (vj, w)v; sowie w = 332 (v, w)vg und daher (wegen der
Stetigkeit von (.,.))

o0
<U, w> = Z <'Uj,u><’0k, <Ujavk> Z Ukv Ukv
7,k 5'19 k=1
J

Insbesondere folgt mit w = w die Parseval-Gleichung
oo

(9.5) [ull® = [(og, w)?
k=1

und zeigt, wie aus den ,abstrakten Fourierkoeffizienten* die Hilbertraum-Norm berechnet
werden kann. Noch spezieller sehen wir

ul v firallekeN — u=0.

(b) Ist V' C H ein abgeschlossener Teilraum, dann ist V selbst ein separabler Hilbertraum.
Falls V' die endliche Dimension n € N hat, dann besitzt V eine Orthormalbasis w1, ..., w,,
die auch ein vONS von V ist, und

n

Py := Z(wk,uﬁuk (u e X)
k=1

ist eine Formel fiir die Orthogonalprojektion P auf V. Der eindimensionale Spezialfall wére
V = span{v} = {Mv | A € C} mit einem Einheitsvektor v, in welchem Fall wir fir den
eindimensionalen Projektor P auf V' die einfache Formel

Pu = (v,u)v
erhalten, was bereits recht nahe der physikalischen ket-bra-Notation

= [v){v|

kommt. (Es steht also einfach |v) fiir den Vektor v und (v| fiir das lineare Funktional u — (v, u).)

Ist V' unendlichdimensional, dann besitzt V' ein vONS (wg)ren und die Orthogonalprojektion
P auf V ist gegeben durch

[e.e]

Pu = Z(wk,u>wk (u € H).
k=1

In jedem Fall kann das ONS (wy) durch Vektoren z; € V+ zu einem vONS von 3 erginzt
werden und wir erhalten fiir jedes u € I die Zerlegung gemi8 H =V @ VL in der Form

U= Z(wk, U)Wy, —i—Z(zj, u)zj .
k J

————

PueV u—PucVL
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(c) Jeder Vektor v € H definiert vermoge des Skalarproduktes das lineare (bra-)Funktional
ly = (v|: H — C mit der Zuordnung I, (u) := (v,u) (u € K). Dieses Funktional geniigt wegen
der Cauchy-Schwarz-Ungleichung auch der Abschéitzung

[lp(w)] < ||v||||u| fir alle u € H.

Eine ganz besondere Eigenschaft von Hilbertrdumen ist nun, dass gemafl des Satzes von
Fréchet-Riesz jedes lineare Funktional p: H — C, das mit einer gewissen Konstanten ¢ > 0
die Ungleichung

(SLF) lp(u)| < cllul| fir alle u € H

erfiillt, von der Form [, ist, d.h. es gibt ein (eindeutiges) v € H mit u = (v| = l,. Wie sich gar
nicht schwer zeigen lésst, ist die Ungleichung (SLF) einfach charakterisierend fiir die Stetigkeit
des linearen Funktionals p (die ihrerseits wegen der Linearitit von p dquivalent zur Stetigkeit bei 0
ist). In diesem Sinne lésst sich durch die Beziehung i <> v der Dualraum eines Hilbertraumes
mit dem Hilbertraum selbst identifizieren. (Die Abbildung p — v ist dabei konjugiert linear.)

(d) Rein mathematisch strukturell gesehen sind normierte Vektorrdume ,,ununterscheidbar®,
falls es einen isometrischen Isomorphismus zwischen ihnen gibt, das ist eine bijektive lineare
Abbildung, die auch die Normen erhilt. Bei Hilbertrdumen gibt es verstdrkend noch die
Eigenschaft, dass durch den Isomorphismus die Skalarprodukte ineinander iibergefiihrt werden
und wir sprechen dann von einem unitdren Isomorphismus. Unter solchen Gesichtspunkten
gilt nun:

(i) Jeder n-dimensionale Hilbertraum ist unitér isomorph zu C™ mit dem Standardskalarprodukt
(9.1) (einfach durch Wahl einer Orthonormalbasis v, ..., v, und lineare Ausdehnung der Zuordnung
v = ex = (0,...,0,1,0,...,0) [Einser an der k. Stelle]);

(ii) (Satz von Fischer-Riesz) jeder unendlichdimensionale separable Hilbertraum ist unitar
isomorph zu [? mit dem Skalarprodukt (9.2) (einfach durch Wahl eines vONS (v )ren und lineare
Ausdehnung der Zuordnung vy, — e = (0,...,0,1,0,...) [Einser an der k. Stelle]).

9.5. Warum Hilbertraume? Bedarf aus der Quantenmechanik:

(A) Die Schrédinger-Gleichung fir ein Teilchen (ohne Spin) mit Masse m hat grundsétzlich
die Gestalt
thop = HY,

wobei ¥: R? x R — C fiir jedes fixe t € R die Eigenschaft x ~ (x,t) € L?(R3) haben soll
(und fiir ¢(.,t) # 0 somit z — [¢(x,t)|*/||¢(.,1)||2. als Wahrscheinlichkeitsdichte dienen kann) und

(HG)(,8) = 5= A1) + V() )

mit einer Potentialfunktion V: R? — R. In der Wirkung von H spielt ¢ eigentlich eher die
Rolle eines ,externen Parameters®, ansonsten ist H eine lineare Abbildung L?(R3) — L?(R3),
..., na ja, wegen der Differentiationen eigentlich nicht ganz so, daher korrigieren wir das mal
z.B. zu

H:.7(R%) — L*(R®), Hyp:= —%Ag@ + Ve

(was zumindest dann funktioniert, falls V' nicht zu starkes Wachstum im Unendlichen oder extreme
lokale Unbeschranktheiten aufweist).
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e Weil V reellwertig ist, konnen wir fiir beliebige 1, po € . wie folgt rechnen:

h 3
(Her, p2) = —5—(Ap1, p2) + (Vior, 2) = Z (Okp1, Okp2) + (1, Vip2)

2m

h
= —%<<P1,A<P2> + (o1, V) = (o1, Hpa).

Dies zeigt also, dass H symmetrisch bezgl. des L?-Skalarproduktes ist.

e Falls ¢ eine Eigenfunktion von H zum Figenwert A ist, also Hp = Ay, dann muss
A wegen der Symmetrie von H reell sein: Das iibliche Argument dazu ist A\(p,p) =

(0, \p) = (p, Ho) = (He, 0) = (X, 0,0) = Mg, ¢) und (p, ) = [[p]|* # 0, weil ¢ eine
Eigenfunktion ist. (Eigenvektoren sind per definitionem keine Nullvektoren!)

e Ist nun ¢ eine Eigenfunktion von H zum Eigenwert A, somit A € R, dann kénnen wir
die zeitabhéngige Funktion

Y(z,t) :=e hp(x) (zeR3teR)
betrachten. Wir erhalten auf diese Weise eine Losung der Schrodinger-Gleichung, denn
At At

i\ ;
thop) = ih (—Zh) e hp=¢€e hAp=e" & Hp=H (e_%gp) = Hy.

(B) Abstrakter Formalismus im separablen Hilbertraum H: Jedes Element ¢ € H mit || =1
definiert einen sogenannten Vektorzustand. Genauer gesagt legt der von ¢ aufgespannte
(komplex) eindimensionale Teilraum span{p} = {Ap | A € C} den Zustand fest, d.h. fiir jedes
c € R wird eigentlich ey als derselbe (Vektor-)Zustand angesehen.

Observable, die klassisch-physikalisch z.B. durch Funktionen am Phasenraum eines mechani-
schen Modells gegeben sind, werden in der Quantenmechanik durch dicht definierte symme-
trische lineare Operatoren auf H dargestellt. Das sind lineare Abbildungen A: D(A) — X,
wobei der Bereich D(A) C H ein dichter Teilraum ist und (Ap1, p2) = (p1, Aps) gelten soll
fir alle 1, p2 € D(A).

Ein Beispiel ist wie oben der Operator H der Gesamtenergie im Schrédinger-Modell. Wie wir
dort auch gesehen haben, garantiert die Symmetriebedingung, dass Figenwerte von A stets
reell sind.

Weitere prominente Beispiele fiir Observablen auf 3 = L?(R) sind der Ortsoperator

(Qp)(z) := zp(z)
und der Impulsoperator

(Pe)(a) = 5/ (o),
die beide auf dem Bereich .(R) definiert sind.

Der Erwartungswert einer Observable im (Vektor-)Zustand ¢ € D(A) ist definiert als

E,(A) = (o, Ap).
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Wegen der Symmetrie von A ist E,(A) reell, denn

E,(A) = (p, Ap) = (Ap, ) = (p, Ap) = E,(A).

In dem Spezialfall, dass ¢ ein Eigenvektor von A zum (reellen) Eigenwert A ist, also Ap = \p
gilt, erhalten wir

Eo(A) = (¢, Ap) = (0, Ap) = A, 0) = A
——
1
Die Bezeichnung Erwartungswert fiir E,(A) lisst sich im Hilbertraum L?(R) am Beispiel eines
Multiplikationsoperators (Ay)(z) := a(z)p(r) mit der polynomial beschrankten Funktion
a: R— Rund ¢ € D(A) :=.7(R) ganz gut nachvollziehen: Ist ¢ ein (Vektor-)Zustand, dann

ist wegen ||¢[|> = 1 also die Funktion x ~ |p(z)|? eine Wahrscheinlichkeitsdichte und die
Grofle

[a@le@)Pde = [ p@la@)pla) dz = (o, Ag) = Ey(4)
R R

in der Tat gerade der zugehérige Erwartungswert flir die Zufallsvariable a.

Interessant ist hier auch der ganz spezielle Fall, wo a die charakteristische Funktion eines
Intervalls J C R ist, also a(x) =1 fir z € J und a(x) =0 fir € R\ J. Dann interpretieren
wir ndmlich die Grofle

Ep(4) = [ low) do
J

als Wahrscheinlichkeit dafiir, das Teilchen im Zustand ¢ im Intervall J anzutreffen.
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10. Spektrum und Diagonalisierung

Wir fithren hier einige grundlegende funktionalanalytische Begriffe zunéchst fiir den Fall
von beschriankten Operatoren ein, damit uns die zusétzlichen technischen Métzchen der
unbeschriankten Operatoren nicht den Blick zu sehr verstellen. In diesem Kapitel ist weiterhin
H ein komplexer separabler Hilbertraum.

10.1. Beschriankte Operatoren: Eine lineare Abbildung T7: H — H heifit stetig oder
beschrankt, wenn es eine Konstante C' > 0 gibt, sodass fiir alle u € H die Abschétzung

(10.1) [Tull < Cllull
giiltig ist. In diesem Fall heifit die Grofe
(10.2) 1T} := sup{[|Twl | flu] <1}

Operatornorm von T'. (Das entspricht der kleinstmoglichen Konstanten C' in obiger Ungleichung.)

In der Tat fihrt (10.1) wegen ||[Tu — Tv|| = || T(u — v)|| < C|lu — v|| offensichtlich auf die
(Lipschitz-)Stetigkeit von T'; auch umgekehrt folgt aus der Stetigkeit von T' eine Beschrénkt-
heitsbedingung wie (10.1), was nicht schwierig zu zeigen wére.

Wir bezeichnen die Menge aller beschréankten Operatoren auf H mit £ () und halten fest, dass
dies ein Vektorraum ist und (10.2) eine Norm darauf. Dariiberhinaus gilt fur R, S,T € L£(H)
auch stets

TS € L(KH), R(T+S)=RT+RS, |TS|<|TIS]|-

Beispiele: 1) Auf H = [? betrachten wir den Rechtsshift R: 1> — [2,
R(xy,x9,23,...) := (0,21, 29, ...),
sowie den Linksshift L: 1> — 12,
L(z1,x9,x3,...) = (x2,23,...).

Beide sind linear und wegen ||Rx| = ||z|| sowie ||Lz| < ||z|| also beschrinkte Operatoren.

2) Ist (ax)ken eine beschrinkte Folge komplexer Zahlen, dann definieren wir A: (> — [ durch
Az, z2,23,...) := (@121, agwe, azrs, . . .)

eine lineare Abbildung. Es gilt

[e.e] o0 o0 2
[Aal? = 3 laranl? = 3 lar Planl? < suplag? S lal? = (suplay) 2
k=1 k=1 JeN k=1 JeN
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also [|Az| < Cl|z|| mit C := sup,ey |a;| =: [|allc und A ist als beschréinkter Operator erkannt.

3) Ein ,kontinuierliches Analogon“ zum vorigen Beispiel erhalten wir auf H = L?(R) durch
den Multiplikationsoperator

(Mo f)(2) :=v(2)f(z) (f € L*R))

mit der beschriankten Funktion v € L*°(R). Linearitat ist klar und
0,1 = /rv (o) do = / jo(a) 21 (2) o

< suplo(a) [ 17 do = (suplof)]) 117
R

z€R

zeigt || M, f|| < C|[f]| mit C":= [|v]loc = super [v(2)]-
4) Ein Integraloperator: Fiir die stetige Funktion G: [0,1] x [0,1] — C und f € L%(]0,1])

betrachten wir

(TH)@) = [ Gapf@dy (e,
0

Dann liisst sich recht miihelos zeigen, dass T'f € L?([0,1]) und ||Tf| < |Gl llf]] gilt (mit
|Gllco := sup{|G(z,y)| | (z,y) € [0,1] x [0,1]}). Linearitét von 7" ist offensichtlich, also haben wir
ein weiteres Beispiel eines beschriankten Operators.

5) Auf 3 = L%(R") ist die Fouriertransformation Ju = @ (u € L*(R"™)) linear und gemif}
Plancherel-Formel (siehe 3.6)

1Full* = (Fu, Fu) = (u, u) = ||ul|?
auch ein beschriankter Operator mit Operatornorm ||JF|| = 1.

Wir bezeichnen mit I den Identitédts- oder Einheitsoperator, d.h. Iz := z fiir alle x € H. Ein
Operator A € L(H) heifit (stetig) invertierbar, falls es einen Operator S € L(H) mit der
Eigenschaft

SA=1=AS

(anders als im Endlichdimensionalen sind hier wirklich beide Gleichungen relevant!) gibt und
den wir in diesem Falle mit A~! bezeichnen.

Adjungierter Operator: Zu A € L(H) gibt es einen eindeutigen Operator A* € L(H), der
durch die Bedingung
(u, Av) = (A*u,v) fir alle u,v € H

festgelegt ist. Es gilt (A*)* = A, ||A*|| = || A4|| und fir B € L(H) und A\, p € C stets

(A + uB)* = XNA* + iB*, (AB)* = B*A*.

Ein Operator A € L(H) heifit symmetrisch oder hermitesch, falls A* = A gilt, d.h.

(u, Av) = (Au,v) fiir alle u,v € H.
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Kern und Bild (image, range) eines Operators: Wir erinnern aus der Linearen Algebra an
die speziellen Teilrdume ker A = {u € H | Au = 0} und ran A = {Au | v € H} fiir jedes
A € L(H). Es gelten die niitzlichen Relationen

(10.3) ker A* = (ran A)*,  (ker A*)' =ran A.

Ein Operator A € L£(H) heiit positiv, wir schreiben A > 0, falls gilt:
(u, Au) > 0 fiir alle v € H.

Bemerkung: In diesem Fall ist iibrigens A automatisch auch symmetrisch, was sich mit Hilfe sogenannter
Polarisierungsidentitéiten zeigen lasst. (Vorsicht: Dies hangt auch stark am Skalarenkorper C, denn z.B.
auf R? definiert die nichtsymmetrische Matrix ( % §) eine lineare Abbildung A mit (z, Az) =0 >0
fiir alle x € R?, aber (Aej,e3) = —1 # 1 = (ey, Aea). Also miissten wir im reellen Fall bei positiven
Operatoren die Symmetrie zusétzlich verlangen.)

Ein invertierbarer Operator U € L(H) heifit unitdr, falls gilt
(Uv,Uw) = (v,w) fir alle v,w € H.

Es folgt insbesondere auch ||Uv||? = (Uv,Uv) = (v,v) = ||v||?, also ||Uv|| = ||v||, somit ist U
in dem Fall auch isometrisch. Die Unitaritit von U ist gleichbedeutend mit der Bedingung

Us=U"".

10.2. Spektrum: Zunéchst vereinbaren wir eine vereinfachte Notation, indem wir fir 7 € £(H)
und X\ € C statt T — A meistens nur 7" — X schreiben wollen. Wir nennen dann

p(T) :=={A e C|T — X\ ist (stetig) invertierbar}
die Resolventenmenge von T, wahrend ihr Komplement
o(T):=C\ p(T) ={X € C| T — X ist nicht (stetig) invertierbar}
das Spektrum von T heifit. Fir A € p(T') ist der beschrénkte Operator
RO\T) := (T - \)""

die sogenannte Resolvente. Es lasst sich zeigen, dass p(T') stets eine offene Teilmenge von C
ist und fiir beliebige u,v € H die Abbildung A — (u, R(\, T))v) holomorph p(T") — C ist.

Fiir einen endlichdimensionalen komplexen Vektorraum V ist eine lineare Abbildung L: V — V
bekanntlich genau dann nicht invertierbar, wenn sie nicht injektiv ist. (Das liegt an dim V' =
dimker L 4+ dimran L.) Daher kann in diesem Fall 7' — X nur dann nicht invertierbar sein,
somit \ € o(T), falls ker(T"— \) # {0} ist, d.h. es gibt einen Vektor v # 0 mit Tv = Av, mit
anderen Worten:

Im Endlichdimensionalen besteht das Spektrum von T gerade aus den Figenwerten.

Im allgemeinen Fall nennen wir den Anteil der Eigenwerte von 1" das Punktspektrum

op(T) :={X € C| T — X ist nicht injektiv}.
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Somit gibt es zu jedem A € 0,(T") immer einen Vektor u € 3, u # 0, sodass Tu = Au gilt —
also einen Eigenvektor. Quantenphysikalisch entsprechen diese den gebundenen Zustédnden.

Im unendlichdimensionalen Hilbertraum H kann es tatsdchlich vorkommen (s.u.), dass ein
Wert A zum Spektrum eines Operators T' € L£(H) gehort, ohne ein Eigenwert zu sein, d.h.
A€ o(T)\ op(T). Quantenphysikalisch ist das oft ein Indiz fiir sogenannte Streuzusténde, die
dem folgenden kontinuierlichen (stetigen) Spektrum zugeordnet werden:

0c(T) :={X € C| T — X ist injektiv, aber nicht surjektiv und ran(7" — \) ist dicht}.

Dariiberhinaus gibt es noch das sogenannte Residualspektrum o,(T') := o(T) \ (op(T) Uo.(T)),
das aber physikalisch nicht wichtig ist und z.B. bei beschriankten symmetrischen Operatoren
nicht vorkommen kann.

Beispiele: 0) 0(0) = {0} = 0,(0) und o(1) = {1} = o,({).

1) Fiir den Operator A aus Beispiel 2) in 10.1, also A(z1, z2,x3,...) := (a121, asws, azxs, . . .)
auf [2 mit einer beschrinkten Folge (ay) ergibt sich zunéchst

op(A) = {a; [ j € N},

denn offensichtlich gilt Ae; = aje; und die Gleichung Az = Az bedeutet apxy = Az, fiir alle
k € N, was fiir  # 0 nur mit A\ = a; fiir ein gewisses j (sowie = = z;e;) erfiillbar ist. Weiters
lasst sich zeigen, dass o,(A) = 0 gilt und

Ist z.B. (aj) eine Abzéhlung der rationalen Zahlen im Intervall [0,1], d.h. QN [0, 1] = {a; |
j € N} = 0,(A), dann erhalten wir in dem Fall o(A) = [0, 1].

2) Wir betrachten H = L2([0,1]) und (T'¢)(z) := zp(x) fiir ¢ € L?([0,1]) und z € [0, 1]. Dann
ist
UP(T) =0,

d.h. T hat keine Eigenwerte, denn die Gleichung Ay = Ap mit A € C und ¢ # 0 impliziert

(x =Nep(z)=0 fi.,
was auf die unsinnige Bedingung = = \ fir (fast) alle z mit ¢(z) # 0 fiihrt. Weiters ist
or(T) = 0, weil T' symmetrisch ist.
Wir behaupten schlieflich

o(T) =10,1] = o.(7).
Die Gleichung o(T") = o0.(T) ist wegen o,(T) = ) = o,(T') klar, also bleibt zu iiberlegen,
warum o(7") = [0, 1] gilt.

Zuniichst kann fiir 0 < A < 1 der Operator T'— A nicht surjektiv sein: Fiir 1 € L?(]0,1]) fiihrt
ndmlich die Gleichung
(T —Np =1 firpe L*[0,1])

punktweise zwingend auf p(z) = L5 fii, aberfo1 dz/|z — \? = oo sagt ¢ ¢ L%([0,1]) — ein
Widerspruch, also ist [0,1] C o(T).
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Andererseits konnen wir fir A € C\ [0,1] durch g(z) := 1/(z — A) eine beschrénkte Funktion
bzgl. z € [0, 1] angeben mit der Eigenschaft (T'— \)~l¢ = go, sodass T — )\ invertierbar ist als
stetiger Operator auf L?([0, 1]); wir haben also gezeigt, dass auch o(7T') C [0, 1] gelten muss.

Eigenschaften: Hier sei stets T' € L(H).

o o(T) ist eine nichtleere kompakte Teilmenge von C und |A| < ||T|| fur jedes A € o(T);

(Beschranktheit der Spektralwerte durch ||T|| k6nnen wir so nachweisen: Zunéchst bemerken wir,
dass im Falle ||T|| < 1 das Analogon der geometrischen Reihe! Y727 T% wegen Y oo | T%| <
Yoo ||TH’C =1/(1- ||T||) absolut konvergent ist und direkte Rechnung (1 — 7)) > 7 (T* =

S0 TF = >0 TH =T = (302, TF)(1 = T) zeigt
S
k=0

nun ist fir g € C mit |u| > ||T|| sicherlich ||T/p|| < 1 und daher

(=) = (1 =T/ = - Z%; == > T
M= k=0
also p € p(T) =C\ o(T).)
« o(T) ={X|rea(D)}

o der Spektralradius ist r(T) := max{|\| | A € o(T)} und erfiillt stets r(T) < ||T||, wobei
fiir einen symmetrischen Operator sogar (1) = ||T'|| gilt;

o das approxzimative Punktspektrum o.pp(T') besteht aus jenen Zahlen A € C, fiir die es
eine Folge (uy) von Vektoren in H mit ||ug|| = 1 gibt, sodass

Tug — Aup, =0 (k— o0)
gilt. Fir grofe k gilt also zumindest Tuy, &~ Auy. Es gilt stets capp(T) 2 0p(T) U oe(T).
o Wenn T symmetrisch ist, dann gilt o,pp(T") = o(T") und
o(T) CR,

d.h. jeder Spektralwert von T ist reell und ein approximativer Eigenwert. Das ist physi-
kalisch sehr brauchbar, weil symmetrische Operatoren ja Observablen darstellen sollen.

o Fiir positives T gilt, dass die Spekralwerte nichtnegativ sind, also o(7T") C [0, co].

10.3. Funktionalkalkiil (Funktionen von Operatoren): Eine Polynomfunktion p(z) =
co+ 1z 4+ 222 + ...+ ¢pz™ kann ganz leicht auf Operatoren T' € L(H) an Stelle von z
angewendet werden, namlich

p(T) :==co+ 1T+ cT?... 4+ ¢, T™ € L(H).

'genannt Neumann-Reihe
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Wenn T symmetrisch ist, also T* = T gilt, dann folgt natiirlich p(T)* = &g+ T* +c(T*)%.. .+
Crn (T*)™ = p(T'), wobei wir p(z) := p(z) gesetzt haben; ist ¢ eine weitere Polynomfunktion
und «, 8 € C, dann erhalten wir durch direkte Rechnung auch

(ap + Bg)(T) = ap(T) + Bq(T) und (pg)(T) = p(T)q(T).

Nun sei weiterhin 7' symmetrisch und o(T) C [a,b] C R. Auf dem kompakten Intervall
[a, b] kann jede stetige Funktion f gleichméBig durch eine Folge (p,) von Polynomfunktionen
approximiert werden (ein klassischer Satz von Weierstraf). Sorgfiltige Analyse zeigt, dass sich
die gleichméfige Konvergenz p, — f in eine Operatornormkonvergenz

f(T) = lim pn(T)

n—0o0

iibertriagt und insgesamt dazu fithrt, dass wir fiir jede Funktion f € C(o(7T)) einen Operator

f(T) € L(H) definieren kénnen. Es gilt f(T)* = f(T), fir g € C(o(T)) auch

f(M)g(T) = (fg)(T) sowie |[|[f(T)]| = [[flloc = sup [f(x)]

z€o(T)

und der sogenannte Spektralabbildungssatz
(10.4) o(f(T)) = f(o(T)) ={f(A) [ A€ a(T)}.

Beispiele: 1) Ist (ay) eine reelle beschriinkte Folge und T' auf I? gegeben durch
T(z1,22,23,...) := (a121, agwe, asxs, . . .),

dann ist zunéchst klar, dass wir fiir eine Polynomfunktion p direkt p(T")(z1, z2,23,...) =
(p(a1)z1, p(az)x2, p(as)zs,...) erhalten und fir f € C(o(T)) folgt im Limes weiters

f(T) (21,22, 23,...) = (f(a1)z1, f(az)ze, f(a3)xs,...).

2) Mit den ¢-parametrisierten Funktionen f;: R — C, fi(z) := e~ %® erhalten wir durch
U(t) = e = f(T)

aus dem symmetrischen Operator T € L£L(H) einen unitédren Operator — und zwar lasst sich
U(t)* = U(—t) = U(t)~! nachrechnen — und die Familie (U(t));cr erfiillt

UQO) =1, Uls+t)=U(s)U(t) (st€R),

bildet also eine sogenannte unitire Gruppe von Operatoren auf H.

3) Fiir T € L(XK) positiv hatten wir ja o(T) C [0, co[ notiert. Daher definiert f(t) := v/t
eine stetige (positive) Funktion f auf o(T) mit f2(¢) = ¢ und wir kénnen S := f(T) wegen
S? = f(T)f(T) = fA(T) = T als Quadratwurzel \/T von T auffassen.

4) Ist A € L£(H) beliebig, dann ist A*A > 0, weil natiirlich (u, A* Au) = (Au, Au) = || Aul|®> >0
fur alle u € H gilt. Wir kénnen daher mittels 3) den Absolutbetrag |A| := v A*A > 0 definieren.
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10.4. Spektralsatz fiir T € £L(H) symmetrisch: Zu jedem Vektorzustand u € H (somit
lul| = 1) gibt es ein Wahrscheinlichkeitsmaf p,, auf R mit pu,(o(T)) = 1, sodass fiir jedes
feC(a(T)) gilt

Eu(f(T)) = (u, f(Tyw) = [ fdu.
o(T)
Kurzer Einschub: Hier ist pu, eine Abbildung, die gewissen Teilmengen B C R, zumindest den so-
genannten Borelmengen, die jedenfalls alle Intervalle, offene und abgeschlossene Mengen umfas-
sen, jeweils eine MaBzahl u,(B) € [0,00[ zuordnet dergestalt, dass p,(#) = 0, u,(R) = 1 und

pu(Upen Br) = D pen Hu(By) fiir paarweise disjunkte Borelmengen By, gilt. Ein besonders einfaches
Beispiel ist fiir zp € R das Dirac-Ma8 d,, mit

5 (B) L 1 firaxg € B,
AT 00 fir @ € B.

Andere Beispiele ergeben sich mittels Dichtefunktionen g € L*(R), g > 0, Jz 9(x) dz =1 durch pu(B) :=
/ 5 9(7) dr. In diesem zweiten konkreten Fall ist der Integralbegriff bzgl. 1 = gdx bereits gegeben,
fiir ein allgemeines Mafl wird der Begriff schrittweise zuerst mit Integralen iiber Treppenfunktionen
begonnen und dann mittels Approximationen daraus weiter aufgebaut.

Weitere Eigenschaften von p,, sind wie folgt:

o Ist u ein Eigenvektor zum Eigenwert A € 0,(T), dann ergibt sich p,, = J), was einem
scharfen Messwert A entspricht.

o Fiir jedes A € o(T') und € > 0 gibt es einen Zustandsvektor u € H, sodass
pu(JA —e, A +¢€]) =1,

d.h. die Beobachtungswerte fiir T im Zustand w liegen in e-Néhe zu A.

o Ist A€ p(T) =C\ o(T), dann gibt es ein € > 0, sodass fiir jeden Zustandsvektor u € H
zwingend i, (JA — e, A + ¢[) = 0 gilt. Zusammen mit der obigen Eigenschaft gelangen wir
also zu der Vorstellung, dass das Spektrum o(T') die Menge der maéglichen Messwerte
fiir die Observable T reprisentiert.

o Ist P eine Orthogonalprojektion mit P # 0 und P # I, dann gilt o(P) = {0,1} und
pu = [[u = Pul[*6o + [|Pul?61,

was dem Charakter von Ja/Nein-Experimenten entspricht. (Wegen (u — Pu) L Pu gilt
1 = ||lul|* = |ju — Pul|?> + ||Pu||?> und wir haben Wahrscheinlichkeit ||u — Pul|? fiir Nein und
Wabhrscheinlichkeit || Pul|? fiir Ja.)

10.5. Diagonalisierung fiir T' € £(JH) symmetrisch: Es gibt ein Wahrscheinlichkeitsmafl
v auf R und eine stetige beschréinkte Funktion v: R — R sowie eine unitére lineare Abbildung
U: H — L*(R, ), sodass fiir alle p € L*(R, i) die Gleichung

UTU Yo =vp =: Myp

gilt. D.h. die ,,Koordinatentransformation“ U fithrt T iiber in den Multiplikationsoperator M,
auf L2(R, i1), was eben als Verallgemeinerung der Wirkung einer Diagonalmatrix angesehen
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werden kann. (Denn A = diag(aq,...,a,) wirkt auf z = (21,...,2,) durch Az = (a121,...,an2p)
und wir kénnen das mit Funktionen a,z: {1,...,n} = C mit a(j) := a; baw. 2(j) := z; immer als
Multiplikationsoperatorwirkung interpretieren.)

Dartiberhinaus gilt: Ist S € L£(H) ebenfalls symmetrisch und vertauscht mit 7', d.h. ST = T'S,
dann sind S und 7" simultan diagonalisierbar, also mit derselben Transformation U ist dann
UTU-! = M, und USU~! = M,,.

10.6. Unschirferelation: Fir S, T € L(H) definieren wir den Kommutator durch
[S,T]:=ST —-TS € L(H).

Nun seien 7' und S beide symmetrisch, sodass wir die Erwartungswerte E,(S) = (u, Su),
E.(T) = (u,Tu) in einem Vektorzustand u € H betrachten kénnen. Wir definieren dazu
jeweils passend die Varianz durch

Vu(S) = [|Su — Eu(S)ull2, Vu(T) :=||Tu — Eu(T)ul.

Satz: Es gilt |V, (S5) - Vu(T) > i\(u, [S, TJu)|? |

Beweis: Wir setzen zur Abkiirzung A := S — E,(S) und B :=T — E,(T), dann ist
Ey(A) = 0= E,(B), somit Vy(A)=|lAul® =Vy(S), Vu(B)=|Bul?*=Vu(T)

und auflerdem auch [A, B] =[S, T] (weil skalare Vielfache von I mit jedem Operator vertauschen).
Wir berechnen nun schrittweise unter Beachtung der Symmetrie von A und B (weil E,(S), E.(T)
reell sind) und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

[u, [8, TTu)* = [{u, [A, Blu)* = |{u, ABu) — (u, BAu)|?
= |(Au, Bu) — (Bu, Au)|* = |(Au, Bu) — (Au, Bu)|* = |21m(Au, Bu)|?
< 4]{Au, Bu)? < 4| AulP || Bul]® = 4V.(S)Va(T).

O]

10.7. Spezialfall der kompakten symmetrischen Operatoren: Wir nennen einen Ope-
rator T € L(H) kompakt, falls er die Eigenschaft hat, dass zu jeder beschrankten Folge von
Vektoren (un)nen eine Teilfolge (uy, )ren existiert, sodass die Bildfolge (T'uy, )ken konvergent
ist. Wie sich herausstellt, ist dies dquivalent? zu folgender Bedingung: Es gibt eine Folge
(T1)1en von Operatoren 7; mit dim(ran7;) < oo (also mit endlichdimensionalen Bildraum) fiir
alle [ € N, sodass T' = lim;_,, T; bzgl. der Operatornorm gilt.

Spektralsatz: Ist T" kompakt und symmetrisch mit unendlichdimensionalem Bild ran T, dann
gibt es ein Orthonormalsystem (v )ren bestehend aus Eigenvektoren vy zu T mit Eigenwerten
A € R, geordnet in der Form |[A;| > [A2] > -+ und mit Ay — 0 (kK — 00), sodass fiir alle
u € I gilt:

Tu = Z )\k@k, u)vk.
k=1

2 Achtung: Das ist wirklich nur auf Hilbertraumen &quivalent, nicht mehr auf allgemeineren Banachriumen.
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Weiters ist jedenfalls 0 € o(T") (muss aber nicht Eigenwert sein) und o(7') = {0} U {\x | k € N}.

Also ist in dem Fall jeder Spektralwert A € o(7") mit A # 0 sicherlich ein Eigenwert. Mit den
eindimensionalen Projektoren Py := |vg)(vx| konnen wir obige Gleichung auch in dieser Form

anschreiben: - -
T=> XNePe=_ Nilvi)(vil.
k=1 k=1

Bemerkungen: (i) Weil sich die Resolventen von —A auf beschrankten Gebieten Q als
kompakte Operatoren erweisen, findet obiger Spektralsatz oft Anwendungen auf solche Pro-
blemstellungen (vgl. auch 6.5).

(ii) Die (Absolutbetridge der) Eigenwerte konnen vielfach konkret mittels Rayleigh-(Ritz)-
Prinzip aufgespiirt werden, das auf folgende Optimierungsaufgaben hinauslauft:

] = masc{ | (u, T | [lul] = 1} = (o1, Ton)),
Ansa] = masc{|{u, Tu)| | Jlu] = 1,u Lvr,0,..., 00} = | (01, Tonsa)|  (n € N).

10.8. Dichteoperatoren: Wir sagen, ein Operator T' € L(H) gehore zur Spurklasse, falls es
ein vVONS (¢k) in H gibt, sodass

o0
Z (@r, | T|pr) < o0
— \—v_/

>0

gilt. In diesem Fall heif3t

o

tr(T) :== Y (¢k, Tox) € C
k=1

die Spur von T und dieser ist Wert unabhéngig von der Wahl des vONS.

Spurklasse-Operatoren T sind {ibrigens automatisch kompakt und fiir beliebiges A € L£L(H)
sind sogar sowohl AT als auch T' A ebenfalls in der Spurklasse und es gilt

tr(AT) = tr(TA).

Beispiel: Wenn 7' € L(H) positiv und kompakt ist, kénnen wir den Spektralsatz 10.7
anwenden und wissen zusétzlich A; > 0 fir alle Eigenwerte. Das ONS (vy) aus Eigenvektoren
ist ein vONS fiir ran T und wir kénnen es allenfalls durch ein vONS von ker T’ = (ran T)*
einem vONS von H ergénzen. Dann zeigt sich: 7" Spurklasse <= Y 72, A < 0.

In diesem Fall gilt nun

oo
=> X
k=1
in Analogie zum Endlichdimensionalen.

Ein Dichteoperator ist ein positiver Spurklasse-Operator W mit tr(W) = 1. Ist seine Spektral-
zerlegung

W = ZPMW)(%!
=1
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mit den Eigenwerten pg > priq > - -+ > 0, dann gilt wegen tr(W) = 1 auch

oo
> k=1,
k=1

ganz wie bei einer diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Im Spezialfall p; = 1, pp = 0 fiir k£ > 2 ist W = |v1)(v1]| gerade die Projektion auf den
Zustandsvektor v; und daher fiir jedes symmetrische A € £(H) dann

tr(AW) = tr(JAvi)(vi]) = (v1, Avr) = Ey, (A).

Ein beliebiger Dichteoperator W heifit daher allgemeiner oder gemischter Zustand und fiir
symmetrisches A € £(3() nennen wir die Grofle

EW (A) = tI‘(AW)

einen allgemeinen Erwartungswert.

Bemerkung: Fir eine Anwendung des Funktionalkalkiils kénnen wir die stetige Funktion
h: [0,00[— R mit h(x) := zlog(x) fir > 0 und h(0) := 0 betrachten. Dann ist fiir einen
Dichteoperator wegen o(W) C [0, 00 auch der Operator Wlog W := h(W) definiert und
mittels Spektralzerlegung einfach durch

Wlog(W) = > prlog(pi)|v) (vx]
k=1
gegeben. Die Grofle
S(W) = —tr(WlogW) = — Zpk log pi, € [0, o0]
k=1

heifit von Neumann-Entropie des gemischten Zustandes W. Wegen der Monotonie pg > pgr1
ist leicht zu sehen, dass

SW)=0 <= pi=1p=0(k2>2)

gilt. Somit ist in diesem Fall also W = |v;)(v1| gerade der Projektor auf vy, entspricht also
einem Vektorzustand und ist kein echtes Gemisch. (Mehr dazu z.B. in [Th4, Abschnitt 2.2].)
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11. Unbeschrankte Operatoren

11.1. Ein konkretes Beispiel fiir die Unbeschrianktheit: Wir betrachten
A: CH([0,1]) = L*([0,1]), Au:=1/,

also eine lineare Abbildung, die auf dem dichten Teilraum C*([0,1]) C L?([0,1]) definiert ist,
und behaupten, dass A unbeschrankt (daher auch unstetig) ist: Angenommen, es gébe eine
Konstante C' > 0 mit der Eigenschaft

|Au|| < Cllu| fiir alle uw € C(]0,1]);

dann studieren wir die Folge von Funktionen u, € C1([0,1]) (n € N) mit u,(z) := €™ fiir
z € [0,1]; es ist

1
Junl? = [ e do =1,
0

1

wahrend sich )

1

| Aun|? = [, % = / [ine™ |2 dz — n2/d:c _n?
0 0

ergibt; dies fithrt nun auf den Widerspruch

n = ||Au,|| < C|lu,|| = C fir alle n € N.

Bemerkung: Im Falle von Beschrénktheit, somit Stetigkeit, kénnten wir A eindeutig und
stetig auf ganz L2([0,1]) fortsetzen. Wir miissten uns also gar nicht mit Definitionsbereichen
von linearen Operatoren befassen, die nicht der ganze Hilbertraum sind, falls alle relevanten
Operatoren beschréankt wéaren.

11.2. Erste Begriffe und Eigenschaften: Ein linearer Operator ,auf* dem Hilbertraum H
ist eine lineare Abbildung A: D(A) — H, definiert auf einem dichten Teilraum D(A) C K.

Sind A; und A lineare Operatoren auf H, dann schreiben wir
Al g A2a

falls D(A;) C D(A2) und Aju = Agu gilt fir alle w € D(A;). Speziell soll die Operatorgleichung
A1 = As nun A; C Ay und Ay C A; bedeuten, also

A=Ay <= D(A;) = D(As) und Aju = Agu fiir alle u € D(Ay).

Der Graph eines Operators A ist die Menge
G(A) ={(u,Au) e HxH |ue D(A)} CHx H
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und es gilt fir (lineare) Operatoren A und B auf H natirlich
A=A = §(4) =9(B),

d.h. der Graph charakterisiert einen Operator.
In obigem Beispiel 11.1 ist D(A) = C([0,1]) und

(A) = {(u,u) | uw e C([0,1])} € L*([0, 1]) x L*([0, 1))

Ein linearer Operator A: D(A) — H heiit abgeschlossen oder graphenabgeschlossen, falls gilt:
Fiir jede Folge (uy,) in D(A) mit u, — u und Au, — v in H muss v € D(A) und Au = v
gelten. Dies bedeutet eben genau, dass der Graph G(A) eine abgeschlossene Teilmenge von
H x H ist. Es ist unmittelbar klar, dass ein beschrankter (also stetiger) Operator A: H — H
immer abgeschlossen ist (wegen D(A) = H und Au, — Au).

Ein Operator heifit abschliefibar, falls es einen abgeschlossenen Operator A gibt mit A C A.
Symmetrische Operatoren sind stets abschliebar, wobei ein linearer Operator A: D(A) — H
symmetrisch heif3t, falls gilt

(u, Av) = (Au,v) fiir alle u,v € D(A).

Nach dem Satz von Hellinger-Toeplitz ist ein symmetrischer Operator A mit D(A) = H
automatisch stetig, also beschrankt.

Beispiele: 1) In L?([0,1]) betrachten wir Au := —iu’ fiir
u € D(A) :=C([0,1]) := {u € C*([0,1]) | u(0) = 0 = u(1)}.

Dieser Operator ist symmetrisch, denn fiir u,v € C3([0,1]) berechnen wir mittels partieller
Integration

Bemerkung: Der Operator A ist zwar selbst nicht abgeschlossen, aber abschliebar mit
D(A) = {u € L2(0,1]) | (distr.) ' € L2([0,1]),u(0) = 0 = u(1)} = W (0, 1]).

2) Der Impulsoperator Pu = —iu/ auf L?(R) (bei i = 1) mit dem Bereich
D(P) := WY(R) := {u € L*(R) | (distr.) v’ € L*(R)}

ist abgeschlossen und symmetrisch. Es lisst sich zeigen, dass fiir u € W1(R) stets u(x) — 0
(|x] — o), weshalb der Nachweis der Symmetrie analog zu 1) verlauft. Fiir die Abgeschlos-
senheit nehmen wir an, dass u, € W!(R) (n € N) die Konvergenzeigenschaften u,, — u und
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Pu,, = —iu!, — v in L?(R) hat. Dann gelten beide auch im Sinne der Distributionen, weshalb
sich die Gleichung

v=—iu

zuniichst in .7/(R) ergibt. Wegen v € L?(R) ist dann aber auch u’ € L*(R), also u € W!(R).
11.3. Adjungierter Operator: Den zu einem linearen Operator A: D(A) — H adjungierten
Operator A* wollen wir nattirlich wieder durch die Bedingung (v, Au) = (A*v, u) festnageln.

Dabei kénnen wir sicher v € D(A) einsetzen, aber wir miissen vorab noch abkléren, welche
v € H als Definitionsbereich fiir A* in Frage kommen. Daher definieren wir

D(A*) :=={v € H | es gibt ein w € H, sodass (v, Au) = (w,u) fir alle u € D(A) gilt}

und bemerken, dass zu jedem v € D(A*) der zugehorige Vektor w eindeutig ist: Falls namlich
(wy,u) = (v, Au) = (we, u) fir alle u € D(A) gilt, dann ist also (w; — we,u) = 0 fir alle u aus
einem dichten Teilraum und wegen (9.3) somit w; — wy = 0, also w; = ws.

Nun setzen wir A*v := w und erhalten in der Tat die Gleichung

(v, Au) = (A*v,u) fir alle uw € D(A),v € D(A").

Es lasst sich zeigen, dass fiir abschliebares A der Bereich D(A*) stets dicht in H ist und dann
A* selbst abgeschlossen ist. Fiir B C A gilt A* C B* und direkt aus der Definition folgt:

A symmetrisch <= A C A*.

Definition: Ein Operator A: D(A) — H heifit selbstadjungiert, wenn A* = A gilt; d.h. es gilt
in diesem Fall D(A*) = D(A) und (Au,v) = (u, Av) fir alle u,v € D(A) = D(A*).

Ein beschrankter symmetrischer Operator ist selbstadjungiert im Sinne dieser Definition.

11.4. Spektrum: Fir einen Operator A: D(A) — H definieren wir wieder zunéchst die
Resolventenmenge durch

p(A):={A e C|A—X: D(A) — H hat eine stetige Inverse}
und nennen R(\, A) := (A — )71 H — D(A) C K fiir A € p(A) die Resolvente.
Das Spektrum von A ist nun wieder als Komplement o(A) := C\ p(A) gegeben.

Bemerkungen: (i) Wenn A nicht abgeschlossen ist, folgt zwingend p(A) = 0, also o(A) = C
und hat wenig Informationsgehalt. (Das Argument dafiir basiert auf der Graphenabgeschlossenheit
einer stetigen Inversen, die wiederum Abgeschlossenheit des urspriinglichen Operators impliziert.)

(ii) Im Allgemeinen ist nun o(A) nicht mehr beschriankt und es kann auch o(A) = () passieren.

Beispiel (Multiplikationsoperatoren): Seien {2 C R" sowie f: {2 — C messbar, insbeson-
dere offene oder abgeschlossene Teilmengen 2 und stetige Funktionen f kommen in Frage.
Wir betrachten den Operator My auf L?(2) mit dem maximalen Bereich

D(M;) = {u e L() | fu e L*(Q)}
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und der Wirkung
(Mpu)(x) := f(z)u(z) (ue€ L*(Q),z € Q).

Es lasst sich zeigen, dass M abgeschlossen ist und: My selbstadjungiert <= f reellwertig.

Weiters gilt im Falle einer stetigen Funktion f nun

o(My)=f(Q) ={f(z) |z €Q} (Abschluss der Teilmenge f(£2) in C).

Als Spezialfall betrachten wir zum Beispiel = R mit f(x) = x, dann entsteht so gerade der
Ortsoperator Q mit (Qu)(x) = zu(z) und D(Q) = {u € L*(R) | z — zu(z) € L*(R)}. Mit
diesem Bereich ist ) selbstadjungiert und es gilt

o(Q) = R.

Ist U: H — JH unitér mit der Eigenschaft U(D(A)) = D(B) und UA = BU fiir die Operatoren
A, B auf H, dann folgt ganz einfach 0(A) = o(B) (denn B—\ = U(A—\)U*). Also lasst sich mit
obigem Beispiel das Spektrum eines Operators gut bestimmen, falls wir ihn ,,diagonalisieren*
koénnen, also als unitér dquivalent zu einem Multiplikationsoperator darstellen kénnen.

Zwei Anwendungen: 1) Fir den Impulsoperator aus Beispiel 2) in 11.2 gilt ja mittels der
(unitiren) Fouriertransformation FP = QJ und es ist auch leicht zu sehen, dass FW1(R) =
D(Q) gilt. Daher ist

2) Wir betrachten A = —A auf R” bzw. im L?(R") mit dem Bereich
D(A) == W?*R") :={u € L? |1 < j,k <n: Ogu € L* und 9;05u € L*}.
Vermoge der (unitidren) Fouriertransformation F erhalten wir
(FAu)(y) = llyl*aly) = (Bi)(y),
wobei B also der Multiplikationsoperator zur Funktion f € C(R") mit f(y) = ||y||? ist. Es ist
leicht zu sehen, dass
F(D(A)) = F(W?(R"))
={ael?|1<j,k<n:yw— yiy) € L* und y — yjyru(y) € L*}
={ve L? |y |lyl*v(y) € L} = D(B)

gilt. Daher folgt
o(=A) = o(A) =o(B) = {|ly|* | y € R"} = [0, 0.

Abschlielend berichten wir noch von einer theoretisch wichtigen Charakterisierung fiir unbe-
schréankte Observablen der Quantenmechanik als selbstadjungierte Operatoren.

Satz: Fiir einen abgeschlossenen symmetrischen Operator haben wir folgende Aquivalenz:
A selbstadjungiert <= o(A) C R.
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Als unmittelbare Anwendung schliefen wir also aus dem obigen Beispiel 2), dass —A auf dem
Bereich W2(R") selbstadjungiert ist. Weiters wissen wir bereits um die Selbstadjungiertheit des
Ortsoperators @ auf D(Q) und erhalten nun auch die Selbstadjungiertheit des Impulsoperators
P auf dem Bereich W!(R).

11.5. Bemerkungen und Beispiele zu selbstadjungierten Operatoren:

(A) Nachdem wir schon die zentrale Rolle selbstadjungierter Operatoren zumindest andeuten
haben kénnen, stellt sich die Frage nach praktisch brauchbaren Kriterien dafir.

Meistens ist zwar die Symmetrie eines Operators A recht direkt nachpriifbar, doch wird
ein anfangs gewéhlter Bereich D(A) oftmals z.B. zu klein sein, um auch D(A*) = D(A) zu
liefern. In solchen Féllen werden Erweiterungen A C B mit B* = B gesucht und es stellt sich
wiederum die Frage, ob es solche gibt, und, wenn ja, wieviele.

Wir kratzen nichtmal richtig an der Oberfliche dieser Fragen, erwdhnen aber exemplarisch
folgende zwei Bedingungen, die fiir einen dicht definierten symmetrischen Operator A dquivalent
zur Selbstadjungiertheit sind:

(i) Beide Abbildungen A + i und A — i sind surjektiv D(A) — K,

(ii) A ist abgeschlossen und es gibt ein A € C\ R mit ker(A* — \) = {0} = ker(4* — }).
AuBlerdem gibt es einen ,,Zwischenbegriff“, der z.B. sogar garantiert, dass A eine eindeuti-
ge selbstadjungierte Erweiterung besitzt: Ein symmetrischer Operator A heifit wesentlich

selbstadjungiert, falls sein Abschluss A selbstadjungiert ist. Dies ist iibrigens dquivalent zur
Bedingung, dass sowohl A + ¢ als auch A — ¢ dichtes Bild in H haben.

Beispiele (A): 1) In /2 ist fiir jede reelle Folge (ax) der Operator A(x1,x2,22,...) =
(a1x1, a2, z2,a3x3, . ..) auf dem maximalen Bereich

D(A):={z € 12 | (a121,a2,29,a323,...) € l2}

selbstadjungiert, wie sich relativ miihelos aus obigen Kriterien ergibt.

2) Durch Hu := —u” /2 wird ein Operator in L?(]0, 1[) auf dem Bereich D(H) := W§(]0, 1) :=
{u € W2(]0,1[) | u(0) = 0 = u(1)} definiert, der selbstadjungiert ist, wie sich z.B. durch
Analyse der inhomogenen Differentialgleichungen Hu =+ iu = v € L?(]0, 1]) ergibt.

Bei Skalierung mit i/m = 1 entspricht dies dem Modell fiir die kinetische Energie eines in
10, 1] eingesperrten Teilchens.

(B) Der Operator H im obigen Beispiel 2) entsteht durch Erweiterung des wesentlich selbst-
adjungierten Operators Hou := —u/2 mit Bereich D(Hp) := CZ([0,1]) = {u € C?([0,1]) |
u(0) =0 =wu(1)}. Er besitzt das Spektrum

m2k?
O'(H):O'p(H):{ 5 |k€N}

mit dem vONS aus Eigenfunktionen vg(7) = v/2sin(mkz).

Dahinter steckt folgender abstrakter Satz dber symmetrische Operatoren H mit diskretem
Spektrum: Wenn es ein vONS (vg) aus Eigenvektoren fiir H gibt mit zugehorigen reellen
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Eigenwerten A < Aka1, sodass A\, — oo (k — o0), dann ist H wesentlich selbstadjungiert,
— A1 positiv und fir die (eindeutige) selbstadjungierte Erweiterung von H durch den
Abschluss H gilt: D(H) = {u € H | 321 A\ |{(vk, u)|?} und

Hu = i Me(vi,uw)vg (v € D(H)), o(H)=o0,(H)={\; | k€ N}
k=1

In dieser Situation kénnen wir fir beliebiges ug € H den Ansatz
o0
u(t) Z zt}‘k vk,UQ Vk (t € R)

machen. Wir erhalten wegen ug = > poq (vk, up)vy direkt U(0) = I und weiters U(t + s) =
U(t)U(s) sowie U(—t)U(t) =1 = U(t)U(—t), also ist (U(t))er eine unitére Gruppe auf .

Wenn ug € D(H) ist, dann ergibt sich neben u(0) = ug wegen (v;,u(t)) = e "N (v, ug)
zunichst u(t) € D(H) sowie

=3 Melvp, u®))ve = > Awe " (v, o)y
k=1

k=1
und somit auch noch

d

ﬁu(t) =—i Z e (o ug vy, = —iHul(t).

k=1
Also erhalten wir mittels u(t) eine Losung der Schrodinger-Gleichung (bei Skalierung mit 4 = 1):
i0wu(t) = Hu(t), w(0) = wuo,

und wir schreiben e~y := u(t), was auch mit dem Funktionalkalkiil fiir unbeschriinkte

selbstadjungierte Operatoren konsistent ist.

Ein weiteres Beispiel fiir H mit solch diskretem Spektrum ist der quantenmechanische harmo-
nische Oszillator (mit Masse m =1 und h = 1)

1 1
H= 5PQ + §Q2, d.h. Hu(z) = —

mit dem Bereich D(H) = . (R) im L?*(R). In diesem Fall besteht das vONS aus Eigenvektoren
aus den Hermite-Funktionen und die Eigenwerte sind A\ = k + %

(C) Potentiale als Storungen: Der Operator fiir die Energie des Elektrons (ohne Spin) im
Wasserstoffatom ist
h? e?
—Au(x) — Wu(:ﬁ), u € D(H) := P(R?) (Testfunktionen).
x

Dies ist von der Form
H=A+B
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mit A ;= —h%2A/(2m) und Bu := Myu = vu, v: R? — R messbar mit v(0) := 0, v(z) := €?/||z||
sonst. Wir wissen, dass A selbstadjungiert auf dem Bereich W?(R3) ist und betrachten B
als Storung. Dies ist Teil einer allgemeineren Strategie, selbstadjungierte Erweiterungen fiir
Operatoren H = A + B zu finden, wobei A gut bekannt und selbstadjungiert ist und B
in Relation zu A ,unter Kontrolle“ bleibt, z.B. relativ beschrankt ist in der Form | Bu| <
al|Au|| 4+ blju|| mit 0 <a <1 und b > 0.

In der obigen Situation mit dem Coulomb-Potential als Stérung kann der folgende Satz von
Kato verwendet werden: Ist H = —A + M, mit Bereich D(H) = .#(R3) und die messbare
Funktion v: R* — R von der Form v = v; + ve mit v; € L?(R3) und vy € L®(R?), dann ist
H wesentlich selbstadjungiert.

In der Tat konnen wir v(z) = 1/||z|| mittels der Funktion x mit x(z) :=1 (||z|| < 1), x(x) :=0
(lz]| > 1) aufspalten in
x(x) 11— x(z)

v(z) = 2] + Tzl mit vy € LQ(R?’) und vy beschrankt.
T T
——

v1(z) va(x)

11.6. Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren: Hier sei nun A: D(A) — H ein
selbstadjungierter Operator. Ganz dhnlich wie bereits fiir beschrankte symmetrische Operato-
renzunichst haben wir ein Diagonalisierungsresultat: Es gibt ein Wahrscheinlichkeitsmafl p
auf R, eine messbare Funktion v: R — R und eine unitére Abbildung U: H — L*(R, x) mit
der Eigenschaft

A=UM,UL.
Insbesondere erhalten wir o(A) = o(M,) # () und, dass 0(A) C R genau dann unbeschriankt

ist, wenn (v und somit) A unbeschrinkt ist.

Aus der Diagonalisierung lésst sich direkt ein Funktionalkalkil aufbauen: Ist f: R — C stetig,
dann definieren wir einfach

f(A) == U "My, U, dh. (Uf(AU ) (x) = f(u(x) p(z) (€ L*(R, ).
Ist speziell f stetig und beschrankt, dann folgt f(A) € L(H).

Schlieflich erhélt der Spektralsatz nun folgende Gestalt: Ist f: R — C stetig und u € H ein
Zustand, dann gibt es ein Wahrscheinlichkeitsmafl p,, auf R mit folgenden Eigenschaften:

(1) ue D(f(4)) <= JplfI*dpu < oo,
(ii) in diesem Fall gilt E,(f(A)) = (u, f(A)u) = /fd,uu.
R

11.7. Heisenbergsche Unschirferelation: (A) Sind A und B selbstadjungierte Operatoren
auf H und v € D(A) N D(B) mit ||u|| = 1, also insbesondere u ein Vektorzustand, dann
konnen wir die Erwartungswerte E,(A) := (u, Au), E,(B) := (u, Bu) und die Varianzen
Vu(A) == ||(A — Ey(A)ul?, Vu(B) := ||(B — Eu(B))u|* definieren und erhalten mit einer
analogen Rechnung wie in 10.6 die Ungleichung

1

Vu(A) - Vi(B) > =|(Au, Bu) — (Bu, Au)|?.

W~ |
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Fiir Vektoren v € D := {w € D(A)ND(B) | Aw € D(B),Bw € D(A)} ist auch der
Kommutator [4, BJv = ABv— B Av definiert. Falls also auch u € D gilt, kann obige Ungleichung
wieder in der eleganteren Form

Vu(A) - Vu(B) = S |{u, [A, Blu)|?

=

geschrieben werden und eréffnet wegen des Kontextes der unbeschriankten Operatoren nun
neue Moglichkeiten. Erfiillen ndmlich A und B die kanonische Vertauschungsrelation

[A, Blv = —ihw (v € D),

dann folgt aus obiger Ungleichung noch konkreter die Heisenbergsche Unschdrferelation

Vu(A) - Vu(B) =

h?
Z.

Die kanonische Vertauschungsrelation wird z.B. vom Operatorpaar P und @ erfiillt (vgl. auch
PUE). Es kann iibrigens gezeigt werden, dass so eine Relation grundsétzlich gar nicht mit
beschrankten Operatoren implementiert werden kann.

(B) Fiir allgemeinere Zustande, die durch positive Dichteoperatoren W mit Spektralzerlegung
W =372 pr|vk) (vg| und tr(W) = 372, pr, = 1 beschrieben werden, nennen wir zunéchst W
zuldssig fir die Observable A, falls vy, € D(A) fiir jedes k € N gilt.

In diesem Fall ist der Erwartungswert

Ew(A) = tI‘(AW) = ipk@)k, A'Uk> = ipkEvk (A)
k=1 k=1

sowie die Varianz

Vi (A) = By (A= Bw(A)?) = 3 pitoes (A — Bw(A)20) = 3 pill(A = By (A))ug |
k=1 k=1

definiert. Falls W auch zuléssig fiir die Observable B ist und dariiberhinaus Av,, € D(B) und
Buy, € D(A) gilt fiir alle k € N, dann folgt auch eine analoge Unschérferelation

Vie(4) - Viv(B) > 1 |Bw (4, B)”.

(Fiir einen Beweis siehe etwa [Lul, (8.3.17) in Chapter IV].)

Insbesondere fiir Observable, die der kanonischen Vertauschungsrelation [A, Blvy = —ihvy
(k € N) geniigen, folgt somit die Heisenbergsche Unschérferelation

V() -V (B) = 2

auch fiir gemischte Zusténde.
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11.8. Zeitentwicklung und unitidre Gruppen: Wir hatten in 10.3, Beispiel 2), bereits
den Funktionalkalkiil fiir die Funktionenschar f;(z) := e~ %% eingesetzt, um aus einem be-
schriankten symmetrischen Operator eine unitire Gruppe U (t) von Operatoren zu erzeugen.
Das funktioniert nun analog fiir einen selbstadjungierten Operator A: D(A) — 3, indem wir

Ut) :=e ™ = f,(A) (teR)

setzen. Wir erhalten auf diese Art eine stark-stetige unitire Gruppe (U(t))ier auf H, d.h. fir
jedes t € R ist U(t) unitir mit U(¢)* = U(t)~! = U(~t), U(0) = I sowie

U(s+t)=U(s)U(t) (s,t €R) und U(t)v = Ilbin% U(t+ h)v fir alle v € H.
—

Fiir Anfangswerte ug € D(A), daher U(0)up = g ldsst sich dann zeigen, dass wir durch

u(t) :==U(t)up (t € R)
eine Losung des Cauchy-Problems

u'(t) = —iAu(t), u(0) = up,

erhalten. Hier ist u/(¢) := limp—0(u(t + h) — u(t))/h in H definiert.
Beispiele: 1) Ist A = H der Energie- oder Hamilton-Operator eines quantenmechanischen
Modells, U(t) = e~ *# und u(t) := U(t)up mit ug € D(H), dann entspricht

i0pu(t) = i/ (t) = Hu(t)
gerade der Schrodinger-Gleichung und die unitidre Gruppe (U(t))icr beschreibt also die

Dynamik bzw. Zeitentwicklung in diesem Modell.

2) Fiir A = Q in L?(R), U(t) = e @ erhalten wir einfach (U(t))(z) = e " p(z) fiir jedes
¢ € L*(R), weil ja Q bereits als Multiplikationsoperator mit v(x) = x gegeben ist.

3) Fiir A = P in L?(R), V(t) = e~*F erhalten wir aus 2) mittels Fouriertransformation einfach

(V(#)y)(x) = (z — t) fiir jedes ¢ € L*(R).

Selbstadjungierte Operatoren erzeugen also unitdre Gruppen. Aber auch umgekehrt legen
gegebene unitdre Gruppen stes gewisse selbstadjungierte Operatoren fest, wie wir im folgenden
Resultat sehen.

Satz von Stone: Wenn (U (t))icr eine stark-stetige unitdre Gruppe auf H ist, dann gibt es
genau einen selbstadjungierten Operator A, sodass

U(t) — e—iAt
gilt. In diesem Fall ist
D(A) = {v € H | es existiert Av := %ir% %(U(t)v — )}
—

Der eindeutige selbstadjungierte Operator A heifit der Erzeuger von (U(t))ier.

In der Quantenmechanik ist also der Energie- oder Hamilton-Operator gerade der Erzeuger
der Zeitentwicklung.
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11.9. Zum Schluss ein kleiner Ausblick: (Literatur hierfiir z.B. [Tri, Kapitel VII].)

Wie bereits unter (C) in 11.5 erwahnt wird das Modell eines Elektrons (ohne Spin) im
Wasserstoffatom vom Hamilton-Operator
h2 2
H=——A—

2m =]

mit dem Bereich D(H) = 2(R?) geprigt und die selbstadjungierte Erweiterung (gleich dem
Operator-Abschluss) H hat den Bereich D(H) = W?(R?). Die Analyse des Spektrums ergibt
in diesem Fall die Anteile

oc(H) = [0, 00
entsprechend den Energien des freien Elektrons und
me*

2hk?

op(H) = {\, = — | k € N}

als Energieniveaus der gebundenen Zustédnde. Der Eigenraum zum Eigenwert Ay hat Dimen-
sion k? und die Eigenfunktionen lassen sich mittels sogenannter Laguerre-Funktionen und
Kugelfunktionen beschreiben.

Gehen wir weiter zur (nichrelativistischen) Behandlung des Elektrons mit Spin: Der bisherige
Hilbertraum H wird dabei ersetzt durch

HoC?2Hae X,

wobei der C2-Anteil fiir die Spin-Komponenten zustindig ist. Zum Beispiel realisieren wir
dann L?(R3) ® C? in der Form

LX(R?) @ C* = {(uy,uy) | up,uy € L*(R?)}

einfach als Paare von L2-Funktionen mit dem Skalarprodukt

(5. (2)) = o+

Die Wirkung des Laplace-Operators wird als

() =(5)

definiert und dhnlich ,verdoppelt* auch fiir den Multiplikationsoperator mit dem Coulomb-
Potential. Die entsprechende Gleichung der Dynamik wird z.B. Schrodinger-Pauli-Gleichung
genannt.

Haben wir es mit N Teilchen mit Spin zu tun, also u; = el e, UN = Unt , dann
U] UN |

verwenden wir die Isomorphie

L2(R3N) ® (C2)N ~ L2(R3N,C2N),
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wobei wir zusétzlich das Pauli-Prinzip durch Antisymmetrie der beteiligten Komponenten-

funktionen f1,..., fov € L2(R3N) bzgl. der Argumente (7, ...,2%) € (R*)N = R3V einbauen
miissen, wobei 7 € R3 die Koordinaten des j-ten Teilchen reprisentiert: Es soll fiir j # k
stets fi(21,...,25, ..., Th,...,2N) = —fi(@1, ..., Tk, ..., Zj,...,TN) gelten.

Ein relativistisches Modell fiir das Elektron inklusive Spin im Wasserstoffatom verwendet den
Hilbertraum

LZ(R3) ® (C4 ~ L2(R3,C4) — LQ(R3)4,
wobei der C*-Faktor fiir die Dirac-Spinoren vorgesehen ist. Die entsprechende Dirac-Version
des Hamilton-Operators H ist auf dem Bereich D(H) := Z(R3)* definiert durch

3 2
e
Hu = —ich g ag - Opu + mctay - u —

P [E

und wesentlich selsbtadjungiert. Hier ist jedes ay eine (4 x 4)-Matrix, und zwar als (2 x 2)-
Blockmatrizen geschrieben die Dirac-Matrizen

(0 —ion) ,, (L 0
Qg = (ng 0 > (k_17273)7 0y = (0 12>7

wobei o1 = (94), 02 = (97"), 03 = (§ °;) die Pauli-Matrizen sind.

Die eindeutige selbstadjungierte Erweiterung H von H hat den Bereich D(H) = W!(R3)*
und fiir die spektralen Anteile erhalten wir

oo(H) =] — 00, —mc?] U [me?, oo
sowie unendlich viele Eigenwerte in
op(H) C] — mc?, mc?|,

die auch die sogenannte Feinstruktur des Wasserstoffspektrums erklédren kénnen, wobei die
Korrekturen sich systematisch in Termen der Feinstrukturkonstanten

he

beschreiben lassen.

Direkte Rechnung liefert bei Anwendung von H auf Hu fiir jedes u = (u;)1<j<4 € D(H) die
Relation

H?*u = (m*ctuj — Ah?Auj)i<jcq = (mPc* — Eh%A)u.
Mit ¢(x,t) := (U(t)u)(z) lautet die dynamische Gleichung wie tiblich
ihop) = Hip

und ergibt nun mit obiger Relation zunéchst
—0207 = (ihdh)*p = H*p = (m*c* — R A)p,
was uns schlieSlich zur Klein-Gordon-Gleichung
2Oy +m2ctp =0
fithrt.
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konvergente Folge von Distributionen, 50

Konvergenz fur rasch fallende Funktionen,
54

Konvergenz von Testfunktionen, 49

Konvergenzradius, 4

Konvergenzsatz von Weierstra$3, 20

Kugel(fldchen)funktionen, 71

Laplace-Beltrami-Operator fur die Sphére,
70

Laplace-Gleichung, 73

Laplace-Operator, 73

Laurent-Reihe, 23

Legendre-Differentialgleichung, 71

Legendre-Funktionen, 71

Lemma von Riemann-Lebesgue, 39
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lichtartig, 104

linearer Operator, 127
Linksshift, 117
lokalintegrabel, 48
lokalintegrable Funktionen, 49
Lorentz-Transformation, 103

messbare Funktion, 35
Multiindexschreibweise, 39

Neumann-Problem, 73
Neumann-Reihe, 121
Newton-Potential, 75
nullhomotope Kurve, 16

Observable, 115
Operatornorm, 117

Ordnung einer Nullstelle, 15
Ordnung eines Pols, 26
orthogonal, 110

orthogonaler Projektor, 110
orthogonales Komplement, 110
Orthogonalrojektion, 110
Orthonormalsystem, 111
Ortsoperator, 38, 115

Parseval-Gleichung, 113

Poisson-Gleichung, 73

Poisson-Integral, 68

Poisson-Integralformel, 78

Poisson-Kern, 68

Poisson-Kern in n Dimensionen, 78

Poissonsche Darstellungsformel (Wellenglei-
chung), 97

Pol, 21

polynomial beschrankte Funktion, 42

positiver Operator, 119

Potenzreihe, 4

Punktspektrum, 119

Quadratwurzel eines positiven Operators,
122

Range eines Operators, 119
rasch fallende glatte Funktion, 42
Rayleigh-(Ritz)-Prinzip, 125
Rechtsshift, 117

regulére Distribution, 49



relativ beschrankt, 133 vollstdndiger normierter Vektorraum, 35

Residualspektrum, 120 vollstéindiges Orthonormalsystem, 45, 111
Residuum, 27 von Neumann-Entropie, 126
Resolvente, 119, 129 Vorwiértslichtkegel, 102
Resolventenmenge, 119, 129
Ringgebiete, 23 Wiérmeleitungskern, 84
Wellenfront, 104
Satz von Fischer-Riesz, 114 wesentlich selbstadjungiert, 131
Satz von Fréchet-Riesz, 114 wesentliche Singularitat, 21
Satz von Hellinger-Toeplitz, 128
Satz von Kato, 133 zulassiger allgemeiner Zustand, 134

Zweig des Logarithmus, 12

Satz von Liouville, 19
Zweige der komplexen Quadratwurzel, 12

Satz von Morera, 19

Satz von Plancherel, 45

Satz von Pythagoras, 110
Schrédinger-Gleichung, 114

schwache Losung, 48

schwache Losung (Dirichlet-Problem), 80
selbstadjungiert, 129

singularer Teil einer Laurent-Reihe, 23
Singularitdtenflache, 104

Sinus Cardinalis, 21

Skalarprodukt (im Komplexen), 109
Sobolev-Raum, 80
Spektralabbildungssatz, 122
Spektralradius, 121

Spektrum, 129

Spektrum eines Operators, 119
sphérische Mittel, 95

Spur, 125

Spurklasse, 125

Stammfunktion, 11

stark-stetige unitdre Gruppe, 135
stetiger Operator, 117

stetiges Spektrum, 120

Stetigkeit einer komplexen Funktion, 5
symmetrischer Operator, 118, 128

temperierte Distribution, 54
Testfunktionen, 49

Umlaufzahl, 15
unitar, 119
unitdre Gruppe von Operatoren, 122

Varianz, 124
Vektorzustand, 115
vollstdndig, 109
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