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Vorwort

Diese Unterlagen zur Vorlesung ,,Einfiihrung in die Mathematik“ geben nur den unmittelbar
in der Vorlesung behandelten Stoff in sehr knapper Form wieder.

Zur Vertiefung und Erweiterung sowie fiir Ubungsbeispiele verweisen wir insbesondere
auf das Werk ,, Einfithrung in das mathematische Arbeiten“ von Hermann Schichl und Roland
Steinbauer, zweite Auflage erschienen im Springer Verlag.

Herzlicher Dank ergeht an Christoph Krall fiir zahlreiche niitzliche Anregungen zur Ver-
besserung dieser Unterlagen.
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KAPITEL 1

Grundlagen

1. Die mathematische Sprache

Ein mathematischer Text setzt sich aus folgenden Bestandteilen zusammen:

e Sitze (Theoreme) —
e Axiome — e Hilfssdtze (Lemmata) —
) e Propositionen — e Beweise
e Definitionen — {
e Korollare (Folgerungen) — —

e + Bemerkungen, Beispiele, Anwendungen...
Ein Axiom ist eine grundlegende Aussage, die vorausgesetzt und nicht bewiesen wird.
BEISPIELE. Axiome der Logik; Axiome der Mengentheorie.

Héufig wird jedoch die Existenz einer mathematischen Struktur entsprechend einem Axi-
om oder mehreren Axiomen aus allgemeineren Axiomen bewiesen.

BEISPIELE. Die Axiome der natiirlichen Zahlen folgen aus den Axiomen der Mengen-
theorie; Konstruktion der reellen Zahlen entsprechend den Axiomen eines vollstindigen ge-
ordneten Korpers.

Axiome konnen daher auf verschiedene Ebenen gezogen werden:
(i) Logik
(ii) Mengenlehre

(x) natiirliche Zahlen

(y) reelle Zahlen

Eine Definition begriindet einen neuen Begriff, oft mit Verweis auf einen bereits vorher
definierten Oberbegriff, der weiter eingeschrénkt wird. Der Bezug ist entscheidend.

DEFINITION. Der Anstieg einer Geraden im zy-Koordinatensystem ist eine reelle Zahl,
die angibt, wie sich y &dndert, wenn x um 1 wéchst.

Bezug: Gerade; Oberbegriff: reelle Zahl; einschréinkender Halbsatz: _ .

Diese Definition ist nur mit Bezug auf eine Geradenfunktion sinnvoll, jedoch nicht fiir
eine beliebige Funktion im zy-Koordinatensystem.

Als weiteres Beispiel einer Definition betrachten wir den Begriff der Teilbarkeit ganzer
Zahlen:

DEFINITION (Teilbarkeit). Seien n und m ganze Zahlen. Die Zahl m heifit Teiler von n,
wenn es eine ganze Zahl k gibt mit
n =mk
Wir schreiben dann m | n (gesprochen m teilt n).

2



1. DIE MATHEMATISCHE SPRACHE 3

Folgerungen fiir die Teilbarkeit:

e m | 0 gilt fiir alle m € Z (0 = m0)
e 0| n gilt nur fir n=0 (n =k0 = n=0)

DEFINITION. Eine ganze Zahl n heifit gerade, falls 2 | n. Andernfalls heifit die Zahl
ungerade.

Ein Satz oder eine Proposition besteht aus einer Voraussetzung und einer Behauptung.
Als Proposition bezeichnen wir ein weniger bedeutendes Resultat als einen Satz. Sétze, Pro-
positionen und Hilfssétze werden bewiesen, wenn ein Korollar eine triviale Schlussfolgerung
aus einem Satz ist, dann entfillt der Beweis auch héufig. Die Verwendung eines Lemmas
kann einen Beweis klarer strukturieren, die Aussage des Lemmas ist meist fiir sich nicht
interessant.

PROPOSITION 1.1. Das Quadrat einer geraden Zahl ist ebenfalls gerade.

BEWEIS. Sei n gerade, dann gilt nach der Definition 2 | n und somit n = 2k fiir eine
ganze Zahl k. Daher ist n? = (2k)? = 4k* = 2(2k?) = 2l fiir eine ganze Zahl [ = 2k?. Nach
der Definition ist n? gerade. O

Der Beweis oben ist direkt (straight forward): V — .+ . —= ... = ... =B
Ein Beweis besteht aus:

e Handlungsanleitungen
e logischen Schlussfolgerungen
e Rechnungen

Ein Beweis wird durch viele Handlungsanleitungen sowie detailliert ausgefiithrte logische
Schlussfolgerungen und Rechnungen besser verstédndlich.

DEFINITION. Eine Primzahl ist eine natiirliche Zahl p mit p > 1, die nur 1 und p als
positive Teiler besitzt.

BEMERKUNG. —1 und —p sind natiirlich auch Teiler, daher die Einschriankung auf po-
sitive Teiler. Die Hinzunahme von 1 zu den Primzahlen wiirde beispielweise die Eindeutig-

keit der Primfaktorenzerlegung (siehe spéter) zerstoren. Die ersten Primzahlen sind daher
2,3,5,7,11,13,17,....

SATZ 1.2 (Satz von Euklid). Es gibt unendlich viele Primzahlen.
Der Beweis des Satzes von Euklid erfordert ein Lemma:

LEMMA 1.3 (Existenz der Primfaktorenzerlegung). Sein > 1 eine natirliche Zahl. Dann
gibt es eine Primzahl, die n teilt. Daher kann n als Produkt von Primzahlen geschrieben
werden.

BEWEIS. Angenommen, die Aussage wiire falsch und nicht alle natiirlichen Zahlen haben
einen Primteiler. Dann muss es eine kleinste solche Zahl ohne Primteiler geben (jede nicht-
leere Menge natiirlicher Zahlen enthélt eine kleinste Zahl). Sei a diese Zahl, dann ist a nicht
prim (a teilt sich selbst). Da a nicht prim ist, besitzt es einen positiven Teiler m mit m # 1
und m # a. Es gilt m < a und wegen der Minimalitit von a besitzt m einen Primteiler.
Dieser Primteiler teilt dann auch a, ein Widerspruch. Daher besitzt jede natiirliche Zahl
n > 1 einen Primteiler p und es gilt n = pk mit einer natiirlichen Zahl k. Wenn k£ > 1 gilt,
dann besitzt auch k einen Primteiler. Wir setzen diesen Prozess fort und gewinnen bei jedem
Schritt einen Primteiler. Da jede Primzahl > 2 ist, bricht dieser Prozess schliellich ab. [



4 1. GRUNDLAGEN

BEMERKUNG. Dies ist ein indirekter Beweis, es wird aus der Verneinung der zu bewei-
senden Behauptung ein Widerspruch geschlossen.

BEWEIS DES SATZES VON EUKLID. Wir nehmen an, dass es nur endlich viele Prim-
zahlen py,ps,--- ,pr gdbe und bilden die natiirliche Zahl N = pypy---p, + 1. Nach dem
Lemma besitzt N > 1 einen Primteiler, daher existiert eine Primzahl p; unter allen Prim-
zahlen py,...,p,, sodass p; | N gilt. Aus N = p;k mit einer natiirlichen Zahl & folgt
N—pi--p=pi(k—=p1--pi_1piz1---pr) = 1. Daher gilt p; | 1, im Widerspruch zu p; > 2.
Daher muss die Annahme endlich vieler Primzahlen py, ..., p, falsch gewesen sein. U

2. Die mathematische Schrift (Schreibweisen, Notationen, Ausdriicke)

Variablen stehen in der Mathematik stellvertretend fiir konkrete Zahlen. Wir fithren eine
Rechnung, einen Beweis etc. nicht fiir konkrete Zahlen sondern formal fiir beliebige Zahlen
durch. Wir bezeichnen Variablen mit lateinischen oder griechischen Buchstaben:

a,b,c,...
a7/8777"'

Mittels der Indexschreibweise konnen jederzeit beliebig viele Variablen definiert werden, denn
unterschiedliche Indices definieren hier unterschiedliche Variablen:

a1, Q2,a3,0a4, - . .
b17b27b37 b47 s

Indices werden auch in der linearen Algebra verwendet:

BEISPIELE. Vektoren:

x = (z1,%9,...,T,) ... Zeilenvektor
Y1
y = . ... Spaltenvektor
Yn
m gleich lange Zeilenvektoren xq, ..., x,, werden mittels doppelter Indices bezeichnet:
X1 = <x117x127 v axln)a ey Xy = (mmla Tm2, - - - 7xmn)

Ein Schema von doppelt indizierten Variablen wird als Matrix bezeichnet:

T11 T12 P T1n
T21 T29 P Ton

m X n-Matrix
Iml Tm2 .- Tmn

Hier bezeichnet z;; den Eintrag in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte.

BEeispIEL. Eine Folge reeller Zahlen (x;);>; besteht aus den Folgengliedern xy, zo, x5, . . ..
Wollen wir eine allgemeine Teilfolge von 5 beliebigen Folgengliedern angeben, empfehlen sich
indizierte Indices:

(xip xiza xisa x’i47 x’i5)
Hier ist (z1,x2, 23, x4, x5) eine spezielle Wahl mit i; = 1,49 = 2,...,i5 = 5.

BEMERKUNG. Indices diirfen grundsétzlich iiberall stehen:
Al T

PRI
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DEFINITION. Das Kronecker ¢ ist gegeben durch

1 firi=y
0ij = o
0 fiiri#j

Dieses Kronecker § definiert fiir jedes m > 1 eine quadratische m x m-Matrix

1 0 ... 0
01 ... 0

(dij)1<i<m =
1Zj2m . .
00 ... 1

BEMERKUNG. Die Schreibweise von Indices ist immer zu beachten:

e Es gilt 29,5 = x7, aber im Allgemeinen gilt xo + x5 # x7.
e Im Allgemeinen gilt z; + 1 # x;,1.

Das Summenzeichen wird zur geschlossenen Darstellung und Umformung von Ausdriicken
der Form

7
CL2+CL3+G4+"'+CL7:Z(M
=2

verwendet. Dabei sind:

> ... Summenzeichen
7 ... Laufindex bzw. Summationsindex in den Grenzen 2 bis 7
a; ... allgemeiner Term in der Summe

BEISPIELE. Verschiebung des Laufindex:
4

5
g Tijp1 = Tip + Tig + -0+ Ti5 = E T
=0 j=1

Triviale Summen:

1 1 7
Za:j:xl, ijzo, Zx:x+---+x:6x
j=1 Jj=2 Jj=2

6-mal

Wenn die obere Grenze kleiner als die untere Grenze ist, dann setzen wir die Summe 0.
Polynome:

n
ap+ a1z + apr? + -+ apa" = E a;x"
i=0

Zusammenfassen und Herausheben:

n n n

Zak+2bk:Z(ak—|—bk), ank:cZak
k=0 k=0

k=0 k=0 k=0

Das Produktzeichen [ [ wird analog zum Summenzeichen ) | zur Produktbildung verwen-
det:

7
a2a3a4-~~a7:Hai
1=2
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Man setzt jedoch

0
[[oi=1.
=1

auch ganz generell bei einer oberen Grenze kleiner als die untere Grenze.

BEISPIELE.

7 2n
6
Ha::m, ||a2j= H A = A2 044 -+ A2p—2 G2p,
j=2 j=1 k=1
k gerade

Bei einer Doppelsumme werden alle Eintriage einer Matrix summiert:

aiq c. QA1n

A=l > (S -5 (o)
) ) i=1 \j=1 j=1 \i=1
Am1 -+ Amp
Hier wurde links zeilenweise und rechts spaltenweise summiert. Wenn die Reihenfolge
keine Rolle spielt, dann schreibt man auch

S = Z Qg5

1<i<m
1<j<n

BEMERKUNG. Bei unendlichen Summen (siche Analysis) spielt die Reihenfolge der Sum-

mation im Allgemeinen eine Rolle.

BEISPIELE. Teleskopsumme, Teleskopprodukt:

n—1 n—1

ai Qo
g (a; — ait1) = ap — an, H =
n

a/,
i=0 =g itl

Allgemeine Indexmengen:
I={2,813}, Y a;=mx+a5+213
iel

DEFINITION (Fakultét, Faktorielle). Sein n eine natiirliche Zahl (n € N). Wir definieren:

n
nl = Hz
i=1

Es gilt: 0! = 1; 1! = 1; 2! = 2; 3! = 6; 4! = 24; 5! = 120; 6! = 720;. ..,

DEFINITION (Binomialkoeffizient). Seien n und k mit & < n natiirliche Zahlen. Wir
definieren den Binomialkoeffizienten durch

<n) o T =D =2 (n—k+1)
k) K-k K k!

Weiters setzen wir fiir £ > n und ganze Zahlen k < 0 den Binomialkoeffizienten (Z) = 0.

PROPOSITION 2.1. Es gelten fiir alle natirlichen Zahlen n und k mit k < n folgende
Gleichungen:

() =C)=r ()= G-
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BEWEIS. Die ersten beiden Gleichungen folgen unmittelbar aus der Definition.
Die dritte Gleichung folgt fiir £ = 0 ebenfalls aus der Definition. Fiir 0 < k£ < n gilt

(Z) * (k i 1) T (nn!— IR (Z!— 1)

nl(n+1—k) nlk n!(n+1) _<n+1>

Hin—k+ D! HMo—k+Dl M+ D-R \ &

4

Das Pascalsche Dreieck wird in Form eines gleichschenkeligen Dreiecks durch die Zahl
1 an der Spitze und darunter liegende Zeilen gebildet. Die n-te Zeile besteht jeweils aus n
Eintrdagen, die fiktiven Eintrdge aulerhalb des Dreiecks werden 0 gesetzt. Jeder Eintrag ist
gleich der Summe der beiden Eintrége schréig links und schrig rechts dariiber. Daher sind
die Eintrédge am Rand alle gleich 1 =0+ 1 = 1 + 0. Die Summenformel in der Proposition
entspricht der Bildungsvorschrift des Pascalschen Dreiecks und es gilt folgende Darstellung
durch Binomialkoeffizienten:

0= [0=c] [©=13][©=0] [0=15] [©)=5] [()=
0= (0= [0=1][0=5][0=>][0==] [0=T] [@=
0= [0=s] [0=25][)=55] [ =r0] [O=50] [0)=25] [O)=5] [O=1

In der n-ten Zeile des Pascalschen Dreiecks stehen daher die Binomialkoeffizienten (";1) fiir
k=0,...,n— 1. Insbesondere sind alle Binomialkoeffizienten natiirliche Zahlen.
In diesem Argument haben wir erstmals (in informeller Weise) einen Beweis durch vollstandi-

ge Induktion gefiihrt. Der Name Binomialkoeffizient riihrt vom binomischen Satz her.

3. Beweismethoden und Beweistechniken

Direkter / indirekter Beweis. Den direkten Beweis haben wir in der Proposition 1.1
bereits kennengelernt. Die Voraussetzung wird bis zur Aussage (Behauptung) des Satzes hin
umgeformt, dabei werden Gleichungen umgeformt bzw. verifiziert.

Sei beispielsweise A = B zu beweisen:

e korrekt: A=A, =A,=---=A,=B
e falsch A=B— A, =B, — Ay =By— ---—= (C=C
Im korrekten Beweisschema wird A umgeformt bis die Gleichheit zu B offensichtlich wird.

Im falschen Beweisschema wird ,,Wenn A = B richtig ist, dann auch C' = C* geschlos-
sen, jedoch nicht umgekehrt. Diese Vorgangsweise ist nur mit sog. Aquivalenzumformungen
gestattet. Nur dann diirfen die Pfeile umgekehrt werden um aus der wahren Aussage C' = C'
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auch die Aussage A = B zu schliefen. Wir raten daher dringend ab vom ,,Herunterrechnen®
von Gleichungen und empfehlen Umformungen in Gleichungsketten.
Eine ebenfalls korrekte Vorgangsweise:
A=A1:A2::Am=C'
B:BlzBQZZBn:C

Eine Aquivalenz von Aussagen P < @ wird hiufig in getrennten Richtungen P = Q
und Q = P (P < Q) bewiesen. Analog gilt fiir zwei Mengen A = B < A C Bund B C A.

}:>A—B

Fallunterscheidungen. Eine weitere wesentliche Beweistechnik sind Fallunterscheidun-
gen. Hier stehen jeweils korrekte Beweisargumente unter mehreren zusétzlichen Annahmen
zur Verfiigung. Wesentlich ist, dass immer zumindest eine dieser zusétzlichen Annahmen
erfiillt sein muss.

BEISPIEL. Jede Quadratzahl liefert bei Division durch 3 den Rest 0 oder 1.

BEWEIS. Sei n = m? eine Quadratzahl, dann kann m durch m = 3k, m = 3k + 1 oder
m = 3k + 2 mit k € N dargestellt werden. 1. Fall: n = (3k)? = 9k* = 3(3k?), daher Rest 0;
2. Fall: n = (3k + 1)? = 9k? + 6k + 1 = 3(3k? + 2k) + 1, daher Rest 1;
3. Fall: n = (3k + 2)? = 9k* + 12k + 4 = 3(3k? + 4k + 1) + 1, daher Rest 1. O

BEISPIEL. Fiir reelle Zahlen z,y gilt ||z — |y|| < |z — y|.

BEweEis. 1. Fall: z,y > 0; 2. Fall: z > 0,y < 0; 3. Fall: x < 0,y > 0; 4. Fall: x,y < 0.
Durch die Fallunterscheidungen kénnen die Betrége |x| bzw. |y| jeweils durch z oder —x

bzw. y oder —y dargestellt werden. U
BEIsSpPIEL. Fallunterscheidungen sind auch beim Auflésen von Ungleichungen essentiell.
Wir suchen die Losungsmenge der Ungleichung i—;; <3 ImFall 2 < =2 gilt z -1 >

3r+6 &< —%, daher ist die Ungleichung fiir alle x < —% erfiillt. Im Fall x > —2 gilt
r—1<3x+6& 2> —%, daher ist die Ungleichung fiir alle x > —2 erfiillt. Daher gilt
L = (=00, —2) U (-2, 00).

Héufige Fallunterscheidungen sind: endlich — unendlich, gerade — ungerade, positiv — 0 —
negativ, etc.

Ein indirekter Beweis wurde bereits beim Satz von Euklid verwendet. Aus der Negati-
on (Verneinung) der zu beweisenden Aussage wird durch Umformungen eine offensichtlich
falsche Aussage oder ein Widerspruch gewonnen. Es sollte immer eine Formulierung ,,An-
genommen ... “ vorkommen und der Widerspruch genau lokalisiert werden. Diese Methode
beruht auf dem Prinzip vom ausgeschlossenen Dritten — es gibt nur zwei Wahrheitswerte
,wahr® und ,falsch“ — und der zweiwertigen (klassischen) Logik — jede Aussage ist entweder

wahr oder falsch.

Vollsténdige Induktion. Die Methode der vollstéindigen Induktion wird zum Beweis
von Aussagen A(n) fiir alle natiirlichen Zahlen n (oder alle natiirlichen Zahlen n > nyg)
verwendet. Angenommen, wir konnen zeigen:

e A(0) ist wahr
o A(n + 1) ist wahr, wenn A(n) wahr ist (d.h. A(n) = A(n+ 1))

Dann ist A(n) fir alle n wahr, denn
A0) = A1) = AQ2)= - = A(i) = A +1) = ...
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Wir bezeichnen den Beweis von A(0) als Induktionsanfang, die Voraussetzung von A(n) als
Induktionsannahme und den Schluss von A(n) auf A(n+1) als Induktionsschritt. Wesentlich
ist, dass die Schlussfolgerung von A(n) nach A(n + 1) fiir alle natiirlichen Zahlen n zuléssig
ist! Auch der Induktionsanfang ist absolut essentiell, kann aber fiir eine positive natiirliche
Zahl ng erfolgen (dann gilt die Aussage A(n) nur fiir n > nyg).

Die Methode der vollstdndigen Induktion ist vielseitig einsetzbar z.B. bei Gleichungen
fiir natiirliche Zahlen, jedoch muss zuerst die zu beweisende Formel aufgefunden werden.

BEISPIEL. Die geometrische Summenformel lautet fiir eine natiirliche Zahl n und reelle
Zahlen ap und ¢ # 1

n

a0+a0q—|—a0q2—|—a0q3—|—---+a0q”:Zaoqi:aqu.
i=0

1 — qn—i-l

BEWEIS. Induktionsanfang: Fiir n = 0 besteht die Summe nur aus ay und stimmt mit

_q0+1 . .
dem Wert ag? 1‘£q = qq tiberein.

Induktionsannahme: Wir setzen Y\ aoq' = ag 1—1q_
Induktionsschritt: Wir schliefen

ntl n 1 qn+1
T i n+1 Induktionsannahme - ntl
E CLOQ—(E CLOQ>+QOQ = ay—— +apq =

n+1

voraus.

: : l—q
=0 1=0
L—¢"" +q(1—q)  1—q¢*
= Qg =ag——.
1—¢q 1—g¢q
Die Kette von Gleichungen ergibt die zu beweisende Summenformel fiir den Summationsin-
dex n + 1, damit ist der Induktionsbeweis abgeschlossen. U

SATZ 3.1. Seien a und b reelle Zahlen und n > 1 eine natiirliche Zahl. Dann gilt
" /n
a -+ b)Y = akbn—k
@ =3 (7)

BeweEls. Wir multiplizieren das Produkt (a + b) - - - (a 4 b) vollstédndig aus und erhalten

(. J/

n-mal

insgesamt 2" Summanden, denn bei jedem der Faktoren haben wir die Wahl zwischen a und
b. Jeder dieser Summanden wird eindeutig durch eine Zeichenkette der Lange n bestehend
aus den Symbolen a und b représentiert, als reelle Zahlen sind jedoch alle Zeichenketten
mit k-mal a und (n — k)-mal b identisch. Daher bleibt nur noch die Aussage A(n) zu be-
weisen, dass die Zahl derartiger Zeichenketten fiir alle 0 < k < n genau (}) ist (d.h. A(n)
besteht eigentlich aus n + 1 gleichzeitig erfiillten Aussagen). Wir fiithren diesen Beweis mit
vollstéandiger Induktion nach n.

Induktionsanfang: Fiir n = 1 triff die Aussage A(1) zu, denn es gibt genau eine Zeichen-
kette mit einem @ und genau eine Zeichenkette mit einem b und es gilt ((1]) = G) =1.

Induktionsannahme: Wir nehmen nun an, dass fiir eine natiirliche Zahl n > 1 und alle
0 < k < n die Zahl der Zeichenketten mit k-mal @ und (n — k)-mal b genau (}) ist.

Induktionsschritt: Wenn 1 < k£ < n gilt, dann kann jede Zeichenkette der Lange n + 1
mit k-mal @ und (n + 1 — k)-mal b auf genau eine der folgenden Arten gebildet werden:

e cine Zeichenkette der Lange n mit k-mal @ und (n — k)-mal b, ergdnzt um ein b am
Ende,

e cine Zeichenkette der Lénge n mit (kK — 1)-mal a und (n+ 1 — k)-mal b, ergénzt um
ein a am Ende.
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Nach der Induktionsannahme und Proposition 2.1 gilt fiir die Anzahl (}) + (,",) = (";gl).
In den Féllen £ = 0 und &k = n + 1 (d.h. die Zeichenkette enthélt nur eines der Symbole a
oder b) gibt es nur eine Moglichkeit der Bildung, die Anzahl ist wegen ("31) = (ZE) =1

auch dann korrekt. Daher gilt A(n + 1) und der Induktionsbeweis ist fertig.

Bei Beweisen von Ungleichungen ist die Richtung des Ungleichungszeichens zu beachten,
weiters ist eine hinreichend gute Abschéitzung wichtig:

BEISPIEL. Zeige n® < 3" fiir alle natiirlichen Zahlen n.

BeEwEIs. Fiir n =0, 1,2 wird die Aussage zuerst direkt verifiziert.
Induktionsanfang: Fiir n = 3 gilt 3% < 33.
Induktionsannahme: Sei n3 < 3™ fiir eine natiirliche Zahl n > 3.

) ) . Induktionsannahme wegen n>3
Induktionsschritt: Es gilt 3"t = 3. 37 > 3-n3 =nd+2n3 >
wegen n>2
n? + 6n? > n?+3n*+3n+1=(n+1)>. d

BEMERKUNG. Die Induktionsanfang ist bei n = 1 (13 < 3') und n = 2 (2* < 3?)
durchfiihrbar, aber der Induktionsschritt funktioniert erst ab n = 3.

Zum Abschluss wollen wir uns noch mit einem ,,falschen* Induktionsbeweis befassen:
SATZ 3.2. Alle Menschen besitzen dieselbe Haarfarbe.

BEWEIS. Wir beweisen induktiv fiir alle natiirlichen Zahlen k£ > 1 die Aussage: ,,In allen
Mengen von Menschen mit £ Elementen tritt nur eine Haarfarbe auf.“

Induktionsanfang: Die Aussage ist fiir £ = 1 offensichtlich.

Induktionsannahme: In jeder Menge von Menschen mit k£ Elementen gibt es nur eine
Haarfarbe.

Induktionsschritt: Sei M = {my,...,mg, my41} eine Menge von Menschen mit k + 1
Elementen. Wir betrachten die beiden Teilmengen {mj,...,mg} und {ma, ..., myy1} mit
jeweils k Elementen. Nach der Induktionsannahme tritt in beiden jeweils nur eine Haarfarbe
auf. Da beide Mengen gemeinsame Elemente besitzen, tritt iiberhaupt nur eine Haarfarbe
auf. U

Lokalisieren Sie den Fehler in diesem Beweis!



KAPITEL 2
Logik

Die Mathematik besteht iiberwiegend aus Aussagen (und nicht Zahlen, Rechnungen etc.).
Die Verbindung zwischen diesen Aussagen ist wesentlich!
Aussagenlogik:
e Setzt einfache Aussagen zu komplexen zusammen (mittels sog. Junktoren),
e der Wahrheitsgehalt solcher Aussagen ist zu ermitteln.

Pradikatenlogik:
e Allgemeine Aussagen (Allquantor V)
e Existenzaussagen (Existenzquantor 3)
Was ist eine Aussage? Eine Aussage ist ein sprachlicher Konstrukt, dem man prinzipiell
einen Wahrheitswert zuordnen kann:

e Fragen oder Befehle sind daher keine Aussagen.
e Eine Aussage muss genau einen der Wahrheitswerte ,,wahr“ oder ,falsch“ besitzen.

Wahrheitswerte im Rahmen eines Axiomensystems in der Mathematik:

e Noch unbewiesene Aussagen konnen wahr oder falsch sein und dies muss iiberpriifbar
sein,

e sie konnen aber auch unentscheidbar sein, d.h. weder durch Hinzunahme der Aus-
sage zum jeweiligen Axiomensystem ergibt sich ein Widerspruch noch durch Hinzu-
nahme der Negation.

1. Aussagenlogik

Nicht / Und / Oder. Sei p eine Aussage. Dann kann die Negation (Verneinung) —p
sprachlich gebildet werden, indem man ,es ist nicht der Fall, dass“ voranstellt.
Wahrheitswerte: p wahr = —p falsch

p falsch = —p wahr
Wir stellen die Wahrheitswerte von —p und —(—p) in Abhéngigkeit vom Wahrheitswert von
p in einer Wahrheitstafel dar:

p | —p|—~(-p)
wi f A\
fill w f

BEISPIEL. Sei p die Aussage 2 | 10. Dann ist die Negation —p die Aussage 2 1 10.
Auch die Verkniipfung zweier Aussagen ergibt eine neue Aussage.

BEISPIELE. Sei nun p die Aussage 3 | 18 und sei ¢ die Aussage 2 | 18.

(1) Die Und-Verkniipfung p A ¢ ist die Aussage ,,18 ist durch 2 und durch 3 teilbar*.
Diese Aussage ist wahr. (Achtung: p A ¢ ist vom rein logischen Standpunkt nicht
dasselbe wie die Aussage ,,18 ist durch 6 teilbar®.)

(2) Die Oder-Verkniipfung p V ¢ ist die Aussage ,,18 ist durch 2 oder durch 3 teilbar®.
Auch diese Aussage ist wahr.

11



12 2. LOGIK

(3) Die Aussage ,,18 ist entweder durch 2 oder durch 3 teilbar® ist jedoch falsch. Formal
ist das (p A =¢q) V (=p A q) oder auch p Y q

Auch die Verkniipfungen zweier Aussagen werden durch Wahrheitstafeln beschrieben.
Links stehen die moglichen Wahrheitswerte von p und ¢ und rechts die sich daraus ergeben-
den Wahrheitswerte von p A g, pV g und p VY ¢:

pla|pAg plq|pVy plalpYq
wlwl| w wlwl| w W w f
w| f f w| f w w | f w
flw f f|w W flwi| w
f|f f ff f f|f f

Es folgt unabhéngig vom Wahrheitswert der Aussage p:

e Die Aussage p V —p ist immer wahr, d.h. eine Tautologie.
e Die Aussage p A —p ist immer falsch, d.h. eine Kontradiktion.

Implikation und Aquivalenz. Seien p und ¢ Aussagen. Die Schlussfolgerung (Impli-
kation) p = ¢: ,Wenn p, dann ¢“ ist ebenfalls eine Aussage. In der Alltagssprache ist diese
Aussage nur dann wahr, wenn sowohl die Voraussetzung p als auch die Schlussfolgerung ¢

wahr sind. In der Logik definiert man p = ¢ auch immer dann als wahr, wenn die Voraus-
setzung p falsch ist:

Alltagssprache Mathematik / Logik
pPla|pP=4q pla|p=4qg

W w W w | w W

w | f f w| f f

flw| n.a. f|w w

f|f| na. f|f W

e Aus einer falschen Aussage folgt jede beliebige Aussage.
e Eine wahre Aussage folgt aus jeder beliebigen Aussage.

Andere Umschreibungen fiir p = ¢ sind:

e p ist hinreichend fiir ¢
e ¢ ist notwendig fiir p (—g = —p)

Seien wieder a und b Aussagen. a < b: ,a genau dann, wenn b* ist ebenfalls eine Aussage:

albllasd
w|w w
w| f f
flw f
f|f W
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Nun kénnen wir zeigen: (a = b) < (—b = —a) (indirekter Beweis!)

a|blla=0b|-b|-a|-b=—a|(a=0b)< (b= —a)
W w W f|f W w
w| f f w | f f W
flw w f|w w w
f|f W w| W W W

Es gelten folgende Rechenregeln:

e Kommutativgesetze: a Ab<=bAa,aVb&sbVa
e Assoziativgesetze: a A (bAc¢) < (aANb) Ac
aV(bVe)e (aVb) Ve
e Distributivgesetze: a V (bAc) < (aV b) A (aV c)
aN(bVe)e (anb)V(aNc)
e Gesetze von De Morgan: =(a A b) < —a V —b
—(aVb) < —aA-b
e (a=0b) < (maVh)
Hier bindet = am stérksten, A,V binden stirker als <, =. Der Beweis dieser Rechenregeln
erfolgt mit Hilfe von Wahrheitstafeln. Wir beweisen eines der Distributivgesetze.

alblc|lbAclaV(bAc)||aVb|laVe|(aVb)A(aVc)
wilwlw| w w w w w
w|w|f f A\ W A\ A\
wi|f|lw f w w w W
w|f|f f A W A W
flwlw| w w W w w
flw]|f f f w f f
flf|w f f f w f
f1f]f f f f f f

Bei allen moglichen Wahrheitswerten von a, b und ¢ stimmen die Wahrheitswerte in der fiinf-
ten Spalte von links und in der rechten Spalte iiberein, daher gilt aV (bAc) < (aVb)A(a V).

BEMERKUNG. Die gesamte Aussagenlogik kann mit zwei Junktoren —,V oder —, A auf-
gebaut werden.

Logische und sachbezogene Schliisse.

e Logischer Schluss: p A g =p
ist wahr unabhéingig von den Wahrheitswerten von p und q.

e Sachbezogener Schluss: p = ¢
ist wahr oder falsch, je nach der Definition der Aussagen p und ¢, hdngt daher von

Wahrheitswerten ab.

Achtung: 6 | n = 3 | n ist ,logisch“ im Sinne von leicht, jedoch ein sachbezogener Schluss.

Wir verwenden folgende logischen Schliisse beim Beweisen:

e Indirekter Beweis: p = ¢ wird gezeigt durch: ~q = —p
e Fallunterscheidung: , Es gilt p* wird gezeigt durch: Fall ¢ = p, Fall -q¢ = p
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e Beweis durch Widerspruch: ,,Es gilt p“ wird gezeigt durch:

Annahme —p = ¢ } =  Widerspruch
Annahme —p = —q

Zum Abschluss wollen wir den Unterschied zwischen logischen und sachbezogenen Schliissen
noch anhand von zwei Bauernregeln illustrieren:

,Kriht der Hahn frith auf dem Mist, dndert sich das Wetter, oder es bleibt,
wie es ist.”

Die Aussage p = ¢V —q ist eine Tautologie, daher handelt es sich um einen logischen Schluss.
, Wenn’s zu Silvester stiirmt und schneit, ist das neue Jahr nicht weit.*
Der Schluss p A ¢ = t ist sachbezogen, denn Silvester ist der letzte Tag im (alten) Jahr.

2. Pradikatenlogik

Diese Logik handelt von Aussageformen (=Pradikaten), d.h. von Aussagen, die eine oder
mehrere freie Variablen enthalten.

BEISPIELE. 12 ist durch 3 teilbar: Aussage
n ist gerade: Aussageform

Eine Aussageform hat per se keinen Wahrheitswert, dieser hingt von den eingesetzten
Objekten ab. Durch das Versehen jeder freien Variable mit einem Quantor wird die Aus-
sageform zu einer Aussage (die Variablen werden gebunden) und deren Wahrheitswert gibt
dann Aufschluss, ob und gegebenenfalls welche Objekte eingesetzt werden diirfen.

BEISPIELE. e [k |n ist eine Aussageform und
Vn:3k:k|n

ergibt eine wahre Aussage (setze k = n).
Ebenso ergibt
dk:Vn:k|n
cine wahre Aussage (setze k = 1).
e 5|12 ist eine falsche Aussage.
3| 12 ist eine wahre Aussage.

Wir verwenden den Bedeutung
e Allquantor V fiir alle. ..
e Existenzquantor 3 es existiert mindestens ein. . .

Weiters werwenden wir 3! fiir , es existiert genau ein“. Dies ist kein neuer Quantor, sondern
lx : A(x) ist lediglich eine Abkiirzung fiir

Jz: A(x) A (Ve Vag 0 A(zy) A A(xe) = o1 = x9)
BEISPIEL (Existenz der n-ten Wurzel einer positiven reellen Zahl). Fiir alle a € R mit
a > 0 und alle n € N mit n > 0 gibt es (genau) ein z € R mit z > 0 und 2" = a:

Va:ae RAa>0=(Yn:neNAn>0=3I)z:z € RAz>0A2" =a).
BEMERKUNG. Héufig treten Quantoren versteckt auf. Die Aussage f : R — R ist kon-

stant entspricht
JyeR:VxeR: f(z) =y.
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Eine Variable mit Quantor ist keine freie Variable mehr! Der Name einer Variablen ist
egal:
Vr e N:z >0 ist dasselbe wie VyeN:y>0

BEISPIELE (Freie und gebundene Variablen). Seien A(x) und B(z,y) Aussageformen:

o Ax) x ist frei
o Vr:A(x) x ist gebunden
e dy: B(zx,y) y gebunden, x frei
Meist kommen Quantoren in Beweisen ,,versteckt vor, die Formulierungen lauten z.B:
o VrelM:Ax) Sei x € M (beliebig). ... Dann gilt A(x).
e dxeM:Ax) Wiéhle z := ... Dann gilt A(x).
o 3dweM:A®) Wihle x := ... Dann gilt A(x).

Seien x1, x9 € M mit A(xq) und A(zs). Dann gilt z1 = xs.
BEISPIELE (Verneinung von Aussagen mit Quantoren).
-(Vz : A(z)) = (3z : —A(z))
—(Fz: A(z)) = (Vo : ~A(z))
=z A(z)) = (Vo : =A(z)) V (For, 20 0 21 # 29 A A1) A A22))
BEISPIELE (Aquivalente Umformungen mit Quantoren).
(Fz: P(z) VQ(z)) = 3z : P(z)) vV (3z : Q(z))
(Vz : P(z) AQ(x)) = (Vo : P(z)) A (Vo : Q(x))
BEISPIELE (Nicht dquivalente Umformungen mit Quantoren).
(z: P(z) AQ(z)) = (3z: P(z)) A Bz : Q(z))
(Vz: P(z) vV Q(z)) < (Vo : P(z)) V (Vo : Q(z))
Man setze z.B. fiir ganze Zahlen P(x)...x gerade, Q(x)...x ungerade.

Das Verwenden mehrerer Quantoren hintereinander:
e gleiche Quantoren sind vertauschbar. Seien a,b € R:
(Va:Vb: (a+b)*=a*+2ab+b*) = (Vb:Va: (a+b)* = a® + 2ab+ b°)
Wir schreiben daher auch Va,b: (a + b)? = a® + 2ab + V*.
e verschiedene Quantoren sind nicht vertauschbar:
VaeR:3(f:R— R): f(a) =0

z.B. f(z) =  — a. Fiir jedes a gibt es viele Funktionen, die a als Nullstelle haben.
Auch die folgende Aussage ist wahr:

A(f:R—R):VaeR: f(a) =0
Jedoch gilt dies nur fiir die Funktion f = 0.

BEeispIEL (Konvergenz von Folgen). Sei x € R, xq, 21, T2, 73, . .. eine Folge reeller Zahlen.
Die Folge (z,,)nen konvergiert gegen z, wenn gilt:
Ve>0:INeN:Vn>N: |z —x,| <e

Die Negation lautet:
Je>0:VNeN:Inm>N:|lx—x,]>c¢



KAPITEL 3

Mengenlehre

1. Naive Mengenlehre

Wir verwenden den ,naiven“ Mengenbegriff von Georg Cantor:

,Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten
wohlunterschiedenen Objekten m unserer Anschauung oder unseres Denkens
(welche die Elemente von M genannt werden) zu einem Ganzen.“

BEISPIELE. Menge der Studierenden im HS, Menge der ganzen Zahlen, Menge der Punkte
auf dem Einheitskreis.

Wie kann man Mengen definieren, angeben oder spezifizieren?

e Aufzéhlen der Elemente bei endlichen Mengen: 5 € M heifit 5 liegt in M.
M ={0,2,5} ={0,2,2,5,5,5}...3 Elemente.
M darf auch andere Mengen als Elemente haben.

e Spezifizieren der Elemente einer Menge durch eine charakteristische Eigenschaft —
eignet sich auch fiir unendliche Mengen:

A={z|ze XNA(x)} ={r e X | A(x)} oder A:={reX:A(x)}
BEISPIELE. Die Menge der Quadratzahlen:
A={z|zeNAFyeN:y’=2)}={reN|IyeN:y* =)}
Implizite — explizite Beschreibung:
L={zeR|2*—62°+ 11z -6 =0} ={1,2,3}

Wesentliche Begriffe aus der naiven Mengenlehre:

e Gleichheit von Mengen (Extensionalitétsprinzip):
A=B:eVr:(re AexeB)
e Leere Menge:
0:={z|x+#=x} (eventuell auch {})

Achtung: {0} ist nicht die leere Menge! {(} ist die Menge, deren einziges Element
die leere Menge ist. ) ist eindeutig bestimmt!
e Teilmengen:

BCA:&Vr:(re B=uxcA)
Insbesondere gilt daher A C A fiir alle Mengen A.
PROPOSITION 1.1. Fliir jede Menge A gilt ) C A.

BEWEIS. Zu zeigen ist x € ) = x € A. Da aber die Voraussetzung z € () nie erfiillt ist,
folgt + € A unabhéngig von x. O

16
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Die Mengen () und A bezeichen wir auch als triviale Teilmengen von A, alle anderen
Teilmengen als echte Teilmengen von A. Wenn B C A und B # A, dann schreiben wir
B C A oder noch eindeutiger B ; A bzw. B C A. Mitunter wird beim Symbol B C A auch
die Gleichheit zugelassen und dann fiir echte Teilmengen B ; A verwendet.

PROPOSITION 1.2. Sei A eine endliche Menge mit n € N Elementen (wir schreiben dann
|A| = n). Dann gibt es 2" verschiedene Teilmengen von A.

BEWEIS. Seien xy,...,x, die Elemente von A. Jede Teilmenge von A ist eindeutig durch
diejenigen x; bestimmt, welche in der Teilmenge liegen. Daher besteht fiir jedes Element x;
die Moglichkeit in A zu liegen (1) oder nicht (0). Es gilt:

#TM = #Funktionen von {zy,...,2,} — {0,1} = 2"
O
PrOPOSITION 1.3. Seien A und B Mengen. Dann gilt A= B < ACBABCA.

BEWEIS.
A=B & Vr:(re Az e B)
& Vo:((reA=reB)A(z€B=uxcd))
& (Ve:zeA=zreB)ANNVr:xeB=x€cA)
< ACBABCA

g

Mengenoperationen. Die Mengenoperationen werden durch Aussagen iiber Elemente
und die logischen Junktoren definiert, daher die Ahnlichkeiten der Symbole mit den logischen
Symbolen.

AUB = {x|x€ AVvze B} ... Vereinigung, die Existenz wird per Axiom postuliert
ANB = {z|lrv€eANzeB}={xrc AUB|z € ANz € B} ... Durchschnitt
A\B = {z|z€ ANz ¢ B} ... Mengendifferenz
AAB = {z|z € ANz ¢ B}U{z|xeBAx ¢ A}

= (A\B)U(B\A)=(AUB)\ (AN DB) ... symmetrische Differenz

Zwei Mengen A und B mit AN B = () heiflen disjunkt. Die Operationen U und N kénnen
auf beliebig viele Mengen (eine Mengenfamilie, d.h. eine Menge von Mengen) ausgedehnt
werden. Meist verwenden wir dazu eine Indexmenge 1.

DEFINITION. Sei (A;);er eine Mengenfamilie:
UAi::{x|EIiE]:x€Ai}
iel
(Ai={x|Viel xeA}
il

BEISPIELE. M UG =M, M\O=M, MnO=10

7= U{—n,n}
neN
n
e-U U {7}

n€Z  meN\{0}
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BEMERKUNG. Meist arbeitet man mit einer vorgegebenen Grundmenge (Universum, Uni-
versalmenge) und spezifiziert verschieden Teilmengen davon, z.B.

U=R"
TM: (n — 1)-dimensionale Teilrdume (auch Hyperebenen)

Innerhalb einer solchen Grundmenge wird der Begriff des Komplements definiert:

DEFINITION. Sei U eine Grundmenge und A C U. Dann heifit A° := U \ A das Komple-
ment von A (in U).

BeispPiEL. U =R, A=][1,2] = A°=(—00,1)U(2,00).

Rechenregeln fiir Mengenoperationen. Diese sind analog den betreffenden Rechen-
regeln fiir logische Junktoren. Komplementierungen (in einer vorgegebenen Grundmenge U)
werden als A° = U \ A angeschrieben und in die Negation iibersetzt.

e Kommutativgesetze: ANB=BNA AUB=BUA
e Assoziativgesetze: AN (BNC)=(ANB)NC
AU(BUC)=(AUuB)UC
e Distributivgesetze: AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
e Gesetze von De Morgan: C'\ (ANB) = (C\ A)U(C\B), (ANB) = A°UB*
C\(AUB)=(C\A)N(C\B), (AUB)*=A°NB°
BEISPIEL. Zu zeigen ist C'\ (AU B) = (C'\ A) N (C'\ B).
re€C\(AUB) & z€CANx¢ AUB
& reCA—(xe AUB)
& rzeCNAN-(reAVaeDB)
& veCN(we ANz € D)
& (reCAhN-zxzeA)N(reCAN-xeB)
& (zeChx g A)N(xeCAx¢B)
& (xeC\A)AN(xeC\B)
& rze(C\A)N(C\B)
BEISPIEL. Zu zeigen ist AN (BUC)=(ANB)U(ANC).
reAN(BUC) & ze€ ANz eBUC
& rzeAN(xeBVzel)
& (xe ANz eB)V(xe ANz el)
& rxeANBVre AnC
& rze(ANB)UANC)

BEMERKUNG. Die De Morgan Gesetze gelten auch fiir beliebige Vereinigungen und
Durchschnitte:

o\ (Ua) =Ne4) o\ (Na) =Ue 4)
iel iel iel iel
Wenn eine Universalmenge U existiert, dann gilt:

(Ua)=na (Na) =Ua

iel iel icl icl
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Wir zeigen die zweite Identitét:

xGC\(ﬂAJ & reCN-TE (ﬂAZ>

iel iel

reCA=(Viel:zeA)
reCANTiel:—xeA
del:(reCh-zxel)
HZGI(I'GC\AJ
v el J(C\A4)

i€l

S A R

Potenzmenge.
DEFINITION. Sei M eine Menge. Dann definieren wir P(M) :={A| A C M}.

BEISPIELE. (1) P(0) = {0}
(2) M ={1,2,3} = P(M) = {0, {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3}, M}
(3) [M] =n = |[P(M)[ = 2"
(4) Auch bei unendlichen Mengen besitzt die Potenzmenge eine grofiere Kardinalitét.
Geordnete Paare, geordnete n-Tupel. Fiir a,b € M gilt {a,b} = {b,a}, d.h. die
Ordnung wird nicht beachtet. Wir definieren geordnete Paare durch (a,b) := {{a},{a,b}}.
Es gilt
((Il,bl) = (ag,bg) S a; = ag N\ bl = bg.

DEFINITION. Seien A, B Mengen. Wir definieren die Produktmenge durch
Ax B:={(a,b) |a € Abe B}.

Fiir endlich viele Mengen Aq, As, ..., A, setzen wir
HA": {(ar,...,an) |a; € A; firi=1,...,n}.
i=1

Fiir A x A schreiben wir auch A%, analog auch A™. Bei beliebig vielen Mengen (A4;)icr
bendtigen wir den Begriff der Abbildung;:

x € H A; entspricht einer Abbildung f: I — U A;mit Viel: f(i) € A
iel i€l
BEMERKUNG. Die Produktmenge ist zu unterscheiden vom Mengenprodukt bei Ver-
kniipfungen:

AB :={x|3Ja € A,b € B mit x = ab}.

2. Relationen

DEFINITION. Seien X, Y Mengen. Eine Relation zwischen X und Y ist ein Tripel (X, Y, R)
mit R C X x Y. Im Fall X =Y sprechen wir auch von einer Relation auf X. Fir (z,y) € R
schreiben wir auch xRy.

BEISPIEL.
M: Menge der Menschen
R: .. .raucht die selbe Zigarettenmarke wie ...
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DEFINITION (Eigenschaften von Relationen). Sei X eine Menge und R C X x X eine
Relation auf X. R heifit

(R) reflexiv e VreX:xRr

(S) symmetrisch = Vr,y € X : xRy = yRx

(T) transitiv e Vr,y,z€ X 2Ry ANyRz = =Rz
(AS) antisymmetrisch e Vr,ye X :xRyANyRr = x =y

Eine Relation mit den Eigenschaften (R), (S), (T) bezeichen wir als Aquivalenzrelation. Bei
einer Aquivalenzrelation schreiben wir z ~ y (statt xRy).
Eine Relation mit den Eigenschaften (R), (AS), (T) bezeichen wir als Ordnungsrelation.

BEISPIELE.
...1ist verwandt mit ... — nicht transitiv
...ist Bruder von ...— nicht symmetrisch
... wohnt im selben Ort wie ... — Aquivalenzrelation

BEISPIEL. Die Kongruenzrelation = auf Z definiert durch k =1 :<n | k — [ mit einer
festen Zahl n € N\ {0} ist eine Aquivalenzrelation. Wir schreiben k = [(n). Beweis als
Ubung.

DEFINITION. Sei M eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Fiir a € M heifit
l[a] :={b€e M |b~a} (oder auch a)
die Aquivalenzklasse von a.

PROPOSITION 2.1 (Eigenschaften von Aquivalenzklassen).
(1) Va € M : [a] #0
(2) Upenla] = M
(3) Ya,b € M :[a]N[b] # 0 = [a] = [D]
BEWEIS. (1): Wegen (R) gilt a € [al.
(2): Es gilt M =, cplat € U,enlal € M.
(3): Aus ¢ € [a] N [b] folgt mit (S) und (T) c ~aAc~b=a~cAc~b= a~b Fir
d € [a] folgt mit (T) d ~aAa~ b= d~ b, daher [a] C [b]. Wegen (S) gilt auch b ~ a und
es folgt analog [b] C [a] und damit [a] = [b]. O
(

DEFINITION (Quotientenmenge). Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Die Menge
{l[a] |la e M} = M/ ~
heifit die Quotientenmenge oder Faktormenge von M nach ~.

BEMERKUNG. Eine Aquivalenzrelation auf M erzeugt eine Familie von
e nichtleeren Teilmengen von M,
e die ganz M iiberdecken (die Vereinigung ist ganz M),
e sodass zwei verschiedene Mitglieder immer disjunkt sind.

Eine derartige Familie von Mengen nennt man eine Partition von M.

DEFINITION (Disjunktheit von Mengen).
A, B disjunkt :& ANB =0 (Achtung: § und @ sind gleich und disjunkt!)
Nun sei (A;);er eine Familie von Mengen:
o (Ai)ie[ disjunkt =4 ﬂie[ Az =0
o (A))ier paarweise disjunkt <= Vi,jel:i# j=A,NA; =0 (Wenn |I| > 2 gilt,
dann folgt aus paarweiser Disjunktheit die Disjunktheit.)
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SATZ 2.2. Sei M eine Menge und (U;);e; eine Partition von M. Dann definiert
x~y & diel:xelUANyel;
eine Aquivalenzrelation auf M.

BEWEIS. Jedes Element x € M = UZ.GI U; ist in einer Menge U; mit ¢ € [ enthalten,
daher folgt x ~ z und es gilt (R).

Die Definition von ~ ist offensichtlich symmetrisch, daher gilt (S).

Wenn z ~ y und y ~ z gelten, dann existieren ¢, 7 € I mit z,y € U; und y, z € U;. Wegen
y € U;NU; folgt aus der paarweisen Disjunktheit ¢ = j und damit « ~ z, daher gilt (7). O

BEMERKUNG. Die Konstruktionen in Proposition 2.1 und Satz 2.2 sind invers zueinander,
eine Aquivalenzrelation erzeugt eine Partition und umgekehrt.

BEISPIEL. Sei ~ definiert durch = (n) mit einer Zahl n € N\ {0} (auch mit = (modn)
bezeichnet). Die Aquivalenzklassen (auch Kongruenzklassen) sind [0],[1],...,[n — 1]. Wir
schreiben Z,, := Z/ ~. Damit ist Z,, als Menge definiert, spiter werden wir noch Operationen
+ und - auf Z,, definieren und Z,, zum Restklassenring machen.

DEFINITION. Sei M eine Menge und < eine Relation auf M mit den Eigenschaften (R),
(AS) und (T). Dann heifit < eine Ordnungsrelation oder partielle Ordnung auf M und (M, <)
heif}t eine geordnete Menge.

Wenn zwei beliebige Elemente x,y € M immer vergleichbar sind, d.h.

Ve,ye M:z<yVy<zx
gilt, dann bezeichnen wir < als Totalordnung oder lineare Ordnung.
BEMERKUNG. Wir definieren x >y y<zundz <y zx<yAzx#y.

BEISPIELE. e < ist eine Totalordnung auf den reellen Zahlen R.
e C liefert eine partielle Ordnung auf P(M).
e | definiert eine partielle Ordnung auf N.
e Seien (A, <) und (B, <) zwei geordnete Mengen. Dann ist durch

(a,b) Q (V)= a<d V(ie=d ANV
eine Ordnungsrelation auf A x B definiert.

DEFINITION. Sei (M, <) eine geordnete Menge und sei F C M.
(1) Ein Element 5 € M heifit obere Schranke von E, falls Vo € E : o < g gilt (E < ).
(2) Ein Element o € M heifit untere Schranke von E, falls Vo € F: o < z gilt (o < E).
Die Menge FE heifit nach oben bzw. nach unten beschréankt, wenn eine obere bzw. eine untere
Schranke von E existieren.

BEISPIELE (Intervalle in R). Seien a,b € R mit a < b:
(a,b) ={r eR|a<z<b}
[a,b) ={z € R |a <z <b}
[a,b) ={z €R |a<x<b}
(a,b) ={r eR|a<x<b}
E :=10,1]: jedes x > 1 ist eine obere Schranke.
M = {% |n=1,2,...}: 1ist eine obere Schranke, 0 ist eine untere Schranke.
Primzahlen P: nach oben nicht beschréankt, 2 ist eine untere Schranke.

Eine obere bzw. untere Schranke sind nicht notwendigerweise eindeutig definiert, jedoch
sind das Supremum und das Infimum (sofern sie existieren) eindeutig.
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DEFINITION. Sei (M, <) eine geordnete Menge und sei £ C M.

(1) Ein Element 8 = sup E' € M ist die kleinste obere Schranke (Supremum) von E,
wenn die Bedingungen £ < fund Vy € M : E <y = [ < gelten.

(2) Ein Element o = inf E' € M ist die grdfite untere Schranke (Infimum) von E, wenn
die Bedingungen o« < Fund Vy € M : v < E = 7 < « gelten.

BEMERKUNGEN. Supremum und Infimum miissen nicht existieren! Z.B. bei einer partiel-
len Ordnung wegen mangelnder Vergleichbarkeit von Elementen. Auch bei der Totalordnung
auf dem Intervall M = (—1,1) hat die Menge E = (0,1) ein Infimum inf £ = 0 aber kein
Supremum (dieses muss ein Element von M sein).

Die Eindeutigkeit von Supremum bzw. Infimum folgt (so sie existieren) aus (AS).

Wenn das Supremum bzw. Infimum Elemente von E sind, dann bezeichnet man sie als
Maximum bzw. Minimum.

BEISPIELE. e M =R, E=(0,1):supE = 1,inf E = 0.
e E={zcQ|x>0A2><2}:supFE =+/2bei M =R, aber kein Supremum bei
M=Q.

e E={1|n=1,23...} max E =1, kein Minimum.

3. Abbildungen (Funktionen)
Seien A und B Mengen. Eine Abbildung f : A — B ist eine Vorschrift, die jedem a € A
genau ein b € B zuordnet.

e ['iir a € A bezeichnen wir f(a) als das Bild (Funktionswert) von a unter f.
e a... Argument

e Wenn f(a) = b, dann ist a ein Urbild von b unter f.

o A... Definitionsbereich, B... Zielbereich; beide gehoren zur Abbildung!

f:A— B
a—b
e Die Funktion f ist zu unterscheiden vom Funktionswert f(a) bei a € A.

Was bedeutet Vorschrift? Darf man die Funktionswerte , wiirfeln“?

DEFINITION. Eine Abbildung ist ein Tripel (A4, B, G) bestehend aus Mengen A (Defini-
tionsbereich) und B (Zielbereich) und einer Relation G C A x B zwischen A und B mit den
folgenden Eigenschaften:

(1) Vaec A:3Fbe B: (a,b) € G (jedes a € A besitzt ein Bild)

(2) Ya € A:Vby,by € B:(a,b1) € GA(a,bs) € G= b =Dy (Eindeutigkeit)
Wir schreiben dann G = G(f) = {(a, f(a)) | a € A} und bezeichnen mit G den Graphen
von f.

BEMERKUNGEN. Die beiden Bedingungen kénnen durch die Bedingung (1) mit dem
Quantor 3! ersetzt werden.
Eine Abbildung kann auch als Relation R zwischen A und B mit der Bedingung

Vae A:3b e B:aRb
eingefiithrt werden.

BEISPIELE. A= B =R, f(z) = 2? = G(f) = {(z,2?) | z € R}
A=B=R* g(z) =2 = G(g) = {(z,2°) | v € R*}
Die Funktionen f und g sind verschieden!
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DEFINITION (Quotientenabbildung). Sei M eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation
auf M. Die Quotientenabbildung
q:M— M/~
a — [a
ordnet jedem a € M seine Aquivalenzklasse zu.

DEFINITION (Bild und Urbild von Mengen). Sei f : A — B eine Abbildung. Fiir eine
Teilmenge M C A definieren wir das Bild von M unter f als

f(M):={beB[JaeM: f(a) =b} (={f(a)]ac M})

und fiir eine Teilmenge N C B definieren wir das Urbild von N unter f als
fYN):={ac A| f(a) € N}.

BEISPIELE. Sei f:R — R mit f(z) = 22
M :=[-1,1] = f(M)=[0,1]
N = [-4,4 = f71(N) =[-2,2]
N :={9} = f71(N) = {-3,3}

SATz 3.1 (Kompatibilitéit mit Mengenoperationen). Sei f : A — B eine Abbildung und
seien A; C A und B; C B. Dann gelten folgende Aussagen:

(1) f(A1U Ag) = f(A1) U f(A2)
(2) f(A1NAy) C f(A1) N f(As)
(3)f(A1\Az)2f(A)\f(A2)
(4) f7H(B1U By) = fH(B1) U f(By)
(5) f7H(BiN By) = fH(B1) N f1(By)
(6) f~1(Bi\ Ba) = [71(B 1)\f '(By)

BEWEIS. (1):b€ f(A1UAy) & Jac AiUAy: fla)=b&
Sda:(a€AVae AN fla)=b&sTa:(a€ AN fla)=b)V(a € Ay A f(a) =b) &
S (Fa:ac AiNfla)=b)V (Fa:a€ AN fla)=b) & be f(A)Vbe f(A) &

S be f(A)U f(As)

(2):be f(AINAy) & FacAiNAy: fla)=bs Ja:(ae AyNa€ AN fla)=be
< da:(ae AN fla)=b)A(a€ Az A f(a) =b) =
= (Ja:ac AiNfla)=b)AN(Fa:a€ Ay A f(a) =b) = be f(A)AbE f(A) &

Sbe f(A)N f(As)

(3): b€ f(A)\ f(A2) & be f(A)Ab & f(Ar) &
S (Fa€e A fla)=b)AN—(Fd € Ay: f(d) =0b) &

& (Fac A fla)=b)ANVD 1 d ¢ AV F(@)£b) T e A fla) =bAa ¢ Ay &
<:>E|CL€A1\A2 ():b@bEf(Al\AQ)

(4):a€ fTYBIUBy) & f(a) € BiUBy & f(a) € By V f(a) € By &

Sac Y (B)Vae fH(By) e ac fTH(B)U [ (B)

(5):a€ fTY(BNBy) < fla) € BiNBy < f(a) € By A f(a) € By &
Sac I (Bi)ANa€ fHBy) S ac fTH(B)Nf(B)

(6): a € f7H(B1\ Bz) & f(a) € Bi\ Ba & f(a) € Bi A f(a) & By &
sac fHB)ANag [T1(By) s ac fTH(B)\ [(Ba) O

BEMERKUNG. Fiir die Urbilder gilt immer die Gleichheit der betreffenden Mengen, fiir
die Bilder nur bei der Vereinigung.
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DEFINITION. Sei f: A — B eine Abbildung.
(1) f heifit injektiv, wenn
Vai,ay € A:ar # ay = f(ar) # f(az)
(& Vaj,ay € A: f(ar) = f(az) = a1 = ag).

(2) f heifit surjektiv, wenn
Vobe B:da€ A: f(a) =0.

(3) f heifit bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.

BEISPIELE.
iR —R x — 22 weder injektiv noch surjektiv
f2:RE—R z — 22 injektiv
f3: R — RS T — 1 surjektiv
fi: R — RS T — 2 bijektiv

DEFINITION (Einschrankung einer Abbildung). Sei f : A — B eine Abbildung und sei
Ay C A. Wir definieren f|a, : A1 — B durch f|4,(a) := f(a) fir alle a € Ay, das heifit

fla, = (A1, B,G(f) N (A1 x B)).

BEISPIELE. In den vorangehenden Beispielen ist fy die Einschrinkung von f; auf Ry, fy
ist die Einschriinkung von f3 auf R .

BEMERKUNG. Man kann auch den Zielbereich einer nicht surjektiven Abbildung ein-
schranken und sie a fortiori surjektiv machen:

f:A— f(A)
a— f(a)

DEFINITION. Fiir Abbildungen f : A — B und g : B — C ist die Verknipfung
(Komposition) durch

gof:A—"C
a— g(f(a))
definiert.
BEISPIELE. Seien
f: R—R g: R—R
r — 2? r—x+2.
Dann gilt
gof: R—R fog: R—R
T — %+ 2 r— (x4 2)

LEMMA 3.2. Seien f: A — B und g : A — B zwei Abbildungen. Dann gilt:
f=9g & VYaeA: f(a)=g(a)

BEWEIS. Der Definitions- und Zielbereich stimmen nach Voraussetzung iiberein. Daher
gilt f = g G(f) = Glg) & Va € A (a, f(a)) = (a,9(a)) & Va € A: fla) = gla). O

KOROLLAR 3.3. Seien f: A— B, g: B— C und h : C — D Abbildungen. Dann
gilt (hog)o f=ho(gof).
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PROPOSITION 3.4. Seien f: A— B und g : B — C' zwei Abbildungen. Es gilt:
(1) go f injektiv = f injektiv
(2) go f surjektiv = g surjektiv
(3) f und g injektiv = g o f injektiv
(4) [ und g surjektiv = go f surjektiv

Bewes. (1): f(ar) = f(az) = g(f(m)) = g(f(az)) f;% o = az.
2):VeeC:JaeA:gofla)=g(fa)=c " ZY" veec.BeB: g0b) =

(3): go flar) = go flaz) = g(f(ar)) = g(f(a2) "B flar) = flas) "B a4y = ay.
(4): Vee C:3FbeB:gb)=c)AN(Ybe B:Jac A: f(a) =b) =
=VeeC:FbeB:gb)=cNTac€A: fla)=b=VeceC:Jac A:g(f(a)) =c. O

DEFINITION (Umkehrabbildung). Sei die Abbildung f : A — B bijektiv. Dann gilt
Voe B:3Jlae A: f(a) =b,

denn die Injektivitdt von f entspricht genau der zusétzlichen Bedingung beim Quantor 3!.
Wir definieren mit diesen Elementen b € B und a € A eine Abbildung:

f':B— A
b—a

BEMERKUNG. Die Notation f~! wird ganz allgemein fiir das Urbild und bei bijektiven
Abbildungen fiir die Umkehrabbildung verwendet. Bei einer bijektiven Abbildung f stimmt
fiir jede Teilmenge By C B das Urbild unter f

fH(B) ={a€ Al f(a) € B1}
iiberein mit dem Bild von B; unter der Umkehrabbildung f~!
(f)(B)={a€A|3be B : f7(b) =a}.
DEFINITION (Identitétsabbildung). Fiir eine beliebige Menge A definieren wir
id A A— A
a—a
Diese Abbildung ist offensichtlich bijektiv.

LEMMA 3.5. Sei f: A — B eine Abbildung.
(1) Wenn f bijektiv ist, dann gelten f~ o f =ids und fo f~! = idp.
(2) Ist g : B — A eine Abbildung mit go f =ids und f o g =idp, dann sind f und g
bijektiv und es gelten g = f~% und f = g~ *.
BEWEIS. (1): Nach der Definition von f~! gilt Va € A: f~!(f(a)) = a, daher f~1o f =
id4. Ebenso gilt fiir b € B und a = f~'(b) nach der Definition f(a) = b, daher fo f~! =idp.
(2): Aus der Bijektivitat von go f folgt nach Proposition 3.4 die Surjektivitidt von g und

die Injektivitat von f. Aus der Bijektivitdt von f o g folgt ebenso die Surjektivitit von f
und die Injektivitat von g. Weiters gelten:

g=goidg=go(fof )= (gof)of =idsof=f"
f=foids=fo(gog )= (fog)og ' =idgog ' =g"

BEMERKUNG. Aus dem Lemma folgt fiir eine bijektive Abbildung f = (f~1)~!
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DEFINITION. Seien X und Y Mengen und R C X x X sowie S C Y x Y Relationen. Die
Abbildung f : X — Y respektiert die Relationen R und S, wenn
Vay, 9 € X : x1Rxy = f(21)Sf(x2).
Besonders wichtig ist der Fall zweier Ordnungsrelationen.

DEFINITION. Seien (X, <) und (Y, <) geordnete Mengen. Eine Abbildung f : X — Y
heifit monoton wachsend (auch isoton), wenn

le,xg eX: i <xz9g=> f(l‘l) < f($2),
und monoton fallend (auch antiton), wenn

Vxl,xg e X T S To = f(]?1> IZ f(.TQ) (dh f(xg) ﬂ f(.%l))

BEISPIEL. Die Funktion f : R{ — R,z — 22 ist monoton wachsend (auf R, monoton
fallend).

DEFINITION. Sei X eine Menge. Eine X -wertige Folge ist eine Abbildung f: N — X.
Fir £(0), f(1), f(2),... schreiben wir auch xq,xy, xo,. ...

DEFINITION. Seien A und B Mengen. Wir definieren
BA:={f:A— B}.

Fiir endliche Mengen A, B ist die Anzahl der Funktionen von A nach B genau \B[W, denn
jede Funktion wird durch die Gesamtheit ihrer Funktionswerte bestimmt.

BEISPIEL. Die Menge XM := {f : N — X} entspricht den X-wertigen Folgen.

DEFINITION (Mengenprodukt). Sei (M;);es eine Familie von Mengen. Wir definieren:

HMZ-::{f:]—>UM¢Vj€I:f(j)€Mj}

el i€l

BEISPIELE. e Sei [ ={1,...,n} endlich, dann ist f durch f(1),..., f(n) bestimmt
mit f(k) € My fir k =1,... n. Jede Funktion f entspricht einem n-Tupel und das
Produkt entspricht X; x --- x X,.

e Sei M; = M fiir alle i € I. Dann gilt [[,.; M; ={f:1 — M} =M".

4. Die ,,Grofle“ (Michtigkeit, Kardinalitit) von Mengen

Fiir endliche Mengen bestimmen wir die Anzahl der Elemente durch Abzahlen, d.h.
mittels einer bijektiven Abbildung auf die Menge {1,2, 3, ..., n} mit einem passenden n € N.

Ganz generell wird die Méchtigkeit von Mengen mittels (bijektiver) Abbildungen defi-
niert. Bei unendlichen Mengen treten der Intuition widersprechende Fakten auf:

fN—2N={keN|3IneN:k=2n}
n+— 2n
ist eine bijektive Abbildung, aber N 2 2N.

DEFINITION. Seien A und B zwei Mengen.

(1) Die Mengen A und B heiflen gleichmdchtig genau dann, wenn eine bijektive Abbil-
dung f: A — B existiert. Wir schreiben auch |A| = |B].

(2) Wenn eine bijektive Abbildung g : A — Bj auf eine Teilmenge B; C B existiert,
dann heiit A hdchstens gleichmdchtig zu B (|A| < |B|). Wenn zusétzlich keine
bijektive Abbildung f : A — B existiert, dann heiflit A weniger mdchtig als B
(1A} < [B]).
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DEFINITION. (1) Eine Menge A heifit endlich, wenn |A| = |{1,2,3,...,n}| fiir eine
natiirliche Zahl n gilt.
(2) Eine Menge A heifit abzéihlbar unendlich, wenn |A| = |N| gilt.
(3) Eine Menge A heifit iiberabzéhlbar, falls weder endlich noch abziahlbar unendlich.

BEMERKUNG. Man definiert auch fiir unendliche Mengen ein Maf fiir die Machtigkeit,

die Kardinalzahl. Die erste unendliche (transfinite) Kardinalzahl wird mit dem Hebréaischen
Buchstaben N und dem Index 0 bezeichnet, d.h. |[N| = R,.

PROPOSITION 4.1. Es gilt [N x N| = |N| = N,.

BEWwEIs. Cantorsches Diagonalverfahren:

(0,0) — (1,0 (2,0) — (3,0) (4,00 — (5,0)
ya v /! v

(0,1) (1,1) (2,1) (3,1) .
% N S 4
(0,2) (1,2) (2,2)

4 S 4
(0,3) (1,3)
S
(0,4) O

PROPOSITION 4.2. Fir die rationalen Zahlen Q gilt |Q| = |N| = N,.

BEWEIS. Im ersten Schritt zeigen wir |Q*| = Ry mit dem Cantorschen Diagonalverfah-
ren, angewandt auf die Zdhler und Nenner in N* = N\ {0}). Die Erweiterungen bereits
aufgetretener Briiche werden einfach iibersprungen. Im zweiten Schritt fiigen wir 0 an den
Anfang und die negativen rationalen Zahlen in die Zwischenriume ein. O

PROPOSITION 4.3. Es gilt [N| < |R|, daher ist R tiberabzihlbar.

BeEwEIS. Wegen N C R gilt |N| < |R| (idy ist eine bijektive Abbildung auf eine Teilmenge
von R). Es bleibt zu zeigen, dass keine Abbildung von N nach R bijektiv sein kann.

Wir nehmen an, dass eine bijektive Abbildung f : N — R existiert. Die Elemente der
Folge f(0), f(1), f(2),... werden in der Dezimalentwicklung mit ganzen Zahlen m; € Z und
Ziffern a;; € {0,1,2,...,9} fiir i, j € N dargestellt:

f(i) = my, apanainas . ..
Wir definieren eine Zahl Z € (0, 1) durch die Dezimalentwicklung 0, agaiasas . .. mit
1 wenn ay; # 1
a; =
2 wenn a; = 1.

Diese Zahl besitzt keine Periode 9 und unterscheidet sich fiir jedes i € N an der i-ten Stelle

der Dezimalentwicklung von f (), im Widerspruch zur Surjektivitiat von f gilt 7 ¢ f(N). O
SATZ 4.4 (Cantor). Fiir jede Menge A # (0 gilt |A] < |P(A)|.
BeEWwEIs. Es gilt |A] < |P(A)|, denn die Abbildung f: A — P(A),a — {a} ist injektiv.
Wir nehmen an, dass eine bijektive Abbildung g : A — P(A) existiert und setzen

(%) S:={a€Al|la¢gla)}ePA

Da g surjektiv ist, gilt S = g(ap) fiir ein aqp € A = SU(A\S). Aus ap € S = g(ag) und (x)
folgt der Widerspruch ag ¢ S. Aus ag ¢ S = g(ag) und (x) folgt der Widerspruch ag € S.
Da jedenfalls ein Widerspruch auftritt, kann kein bijektives g : A — P(A) existieren. O



KAPITEL 4

Algebraische Strukturen

Eine algebraische Struktur (auch universelle Algebra) besteht aus einer Menge und einer
Verkniipfung.

DEFINITION. Sei M eine Menge. Eine bindre Verkniipfung ist eine Abbildung
o:MxM— M

(,y) —> zoy
BEMERKUNG. Es gibt auch unéire Verkniipfungen, terndre Verkniipfungen etc.

BEISPIELE. e Auf N,Z,Q,R,... +: Addition
- : Multiplikation
o Auf X* ={f: X — X}, o: Komposition von Abbildungen
o Auf Zy: [x] + [y] :== [ + ¢
[2] - [y] := [zy]
sind wohldefiniert (d.h. wenn [z] = [2] und [y] = [¢/] gelten, dann folgen [z + y] =
(2] + [yl =[]+ [y] = [' + y'] und [zy] = [2] - [y] = [2'] - [y'] = [2"¥]).
e Auf den n x n-Matrizen M,,»,,(R) mit reellen Eintrdgen, o Matrizenmultiplikation:
(AoB)y =Y anby =Y (A)w(B)y
k=1 k=1
e Verkniipfungen auf endlichen Mengen kénnen mittels einer Verkniipfungstafel an-
gegeben werden, hier beispielsweise fiir Z,:

+]0]1]2]3 Joft[2]3
0J0[1]2]3 0[0]0[0]0
1[1/2(30 1[of123
22301 2[ 0202
3 310[1]2 30321

Durch die linke Spalte wird das linke Argument der Verkniipfung definiert, durch
die erste Zeile das rechte Argument.

1. Monoide und Gruppen

DEFINITION. Ein Paar (G, o), wobei GG eine Menge und o eine Verkniipfung, heifit Gruppe,
wenn folgende Axiome gelten:

(A) Vg, h,k e G:(goh)ok=go(hok) (Assoziativgesetz)
(N)Jee G:Vge G:goe=eog=yg (neutrales Element)
VYgeG:3g7'eG:glog=gogt=e (inverses Element)

)

Falls nur (A) und (N) gelten, so heiit (G, o) ein Monoid. Falls aber zusétzlich zu (A),(N
und (I) auch

(K) Vg,he G:goh=hog (Kommutativgesetz)
gilt, so heifit die Gruppe (G, o) kommutativ (auch abelsch).
28
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BEMERKUNG. Wenn die Verkniipfung einer Gruppe als Addition notiert wird, dann ist
diese Gruppe immer kommutativ und e wird mit 0 sowie g~! mit —g bezeichnet.

BEISPIELE. Beispiele fiir Monoide sind N mit der Multiplikation und e = 1, die n x n-
Matrizen M,,x,(R) mit der Einheitsmatrix e = I mit (I);; = d;;.

SATZ 1.1 (Gruppeneigenschaften). Sei (G, o) eine Gruppe und seien g, h,k € G beliebig.

(1) e ist eindeutig bestimmdt.
(2) g~' ist eindeutig bestimmt.
(3) (g =g
(4) (goh)™t =h~"
(5) hog=kog=h=k
goh=gok=h=%k
(6) Die Gleichung g o x = h hat die eindeutige Losung x = g~ o h.

BEWEIS. (1): Seien e, é € G, beide erfiillen Axiom (N). Aus e o g = g folgt fiir g = € die
Gleichung e o ¢ = € und aus g o € = g folgt fiir ¢ = e die Gleichung e o € = e, daher e = €.

(2): Seien g1, g € G, beide erfiillen Axiom (I) fir g € G. Aus g 'log=gog™ =e und
gog=gog=cfolgt g=goe=go(gog')=(jog)og'=cogi=g"

(3): Das Element g erfiillt gog™ = g7'og = e und damit alle Eigenschaften von (g~1)~1.
Aufgrund der Eindeutigkeit von (¢71)~! gilt (¢7')~! = g.

(4): Es folgt mit (A), (I) und (N), dass (goh)o (h"tog™) = ((goh)oh™Hogt =
(go(hoh™))ogt=(go e) g~' = e. Analog folgt (h"tog 1) o(go ) =e, aufgrund der
Eindeutigkeit gilt (goh)™' =h 1o g1

(5): Aus hog = kog folgt (hog)og™t = (kog)og™, mit (A) und (I) folgt daher
hoe = koeund h = k. Die zweite Aussage folgt analog goh = gok = g lo(goh) =
glo(gok)=eoh=eok=h=k.

(6): Das Element x = g~! o h erfiillt g o z = h, die Eindeutigkeit folgt aus (5). O

BEISPIELE (Beispiele von Gruppen). (Z,+), (Q, +), (R, +), (Q*, ), (R*, ), (Zn, +), (R™, +)
und die triviale Gruppe ({e}, o) sind kommutative Gruppen.

(Z, \ {0}, ) ist im Allgemeinen keine Gruppe! Z.B. hat [2] kein multiplikativ Inverses in
L.

Nicht kommutative Gruppen sind GL,(R) = {A € M,,«,(R) | det(A) # 0} mit der Matri-
zenmultiplikation o und die Permutationsgruppen S, = {f : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} |
f ist bijektiv} mit der Komposition o fiir n € N,n > 3.

BEISPIEL. Die Permutationsgruppe S; = {id, (1, 2), (1, 3), (2,3), (1,2, 3), (1, 3,2)}, dabei
bedeutet die Zyklenschreibweise (1,2) die Abblldung 1 — 2,2~ 1,3 +— 3und (1,3,2)
bedeutet 1+ 3,3 — 2,2+ 1. Es gelten (2,3)0(1,2) =(1,3,2) und (1,2) 0 (2,3) = (1,2,3),

daher ist Ss nicht kommutativ.
Die Gruppe (Zg,+) ist eine weitere (jedoch kommutative) Gruppe mit 6 Elementen.

DEFINITION. Sei (G,o) eine Gruppe und sei H C G. Wenn fiir alle g,h € H auch
goh € H gilt und (H,o|gxy) ebenfalls eine Gruppe ist, so heifit (H, o) eine Untergruppe
von (G, o). Wir schreiben H < G.
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PROPOSITION 1.2. Sei (H, o) eine Untergruppe von (G, o).
(1) Es gilt eq = ey
(2) Fiir alle h € H gilt (h')g = (b Y)y.

BEWEIS. (1): Es gilt egoeyg = egogey = ey = egoeg, nach Satz 1.1 (5) folgt ey = eg.
(2): Esgilt ho(h™ g =hog (W )y =exg =eqg =ho (h')g, wiederum folgt (h™1)y =
(h_l)G. O

BEISPIELE (Beispiele von Untergruppen). {e} < G und G < G sind die trivialen Un-
tergruppen von G mit o = + gilt 2Z < Z < Q < R; mit der Matrizenmultiplikation o gilt
SL,(R) = {A € M,,5n(R) | det(A) = 1} < GL,(R) = {A € M,,xn(R) | det(A) # 0}.

LEMMA 1.3. Sei (G,0) eine Gruppe und sei H # () eine Teilmenge von G. Folgende
Aussagen sind dquivalent:
(1) H<G
(2) Ve,ye H:zoye HYAN(Nz € H:2"' € H)
(3)Ve,ye H:zoy '€ H

BEWEIS. (1)=-(2): Folgt aus der Definition und Proposition 1.2 (2).

(2)=(1): o ist eine Verkniipfung auf H (Vz,y € H :xoy € H) und (A) wird von G auf
H vererbt. H ist nichtleer und fiir x € H gilt 7' € H und mit (2) auch roz™! =e € H.

(2)=-(3): trivial.

(3)=(2): H ist nichtleer und fiir z € H folgt rox™' = e € H. Daher gilt Vy € H : eoy™! =
y~' e H, wegen (y~1)~! =y folgt aus (3) auch Vo,y € H:xo(y ') ' =zoye H. O

DEFINITION. Seien (G,o) und (H,¢) Gruppen. Eine Abbildung f : G — H heift
Gruppenhomomorphismus, wenn gilt:

Ve,ye G: f(zoy) = f(x)o fy)
Die Abbildung f ist mit o und ¢ vertrédglich. Wir bezeichnen einen injektiven Gruppenho-
momorphismus als Monomorphismus, einen surjektiven als Epimorphismus, einen bijektiven
als Isomorphismus. Im Fall H = G bezeichnen wir einen Gruppenhomomorphismus als FEn-
domorphismus und wenn bijektiv als Automorphismus.

BEISPIELE.
fi(2,+) — (2, +) Endomorphismus
n+— 3n
q:(Zy+) = (Zn; +) Quotientenabbildung = Epimorphismus
. + .
exp: (R, +) — (R7,") Isomorphismus (exp™! = log)
T —> e”

PROPOSITION 1.4. Sei f: (G,0) — (H,©) ein Gruppenhomomorphismus. Dann gelten:

(1) flec) =en
(2) Vg e G:f((g)e) = (f(9) n
BeEWwEIS. (1): f(eq) = f(eg oeq) = fleq) ¢ f(eg). Daher gilt f(eg) o em = fleq) =
f(eg) ¢ f(eq) und nach Satz 1.1 (5) folgt f(eq) = en.
(2): Sei g € G beliebig, dann gilt ey = f(eg) = f(gog™') = f(g) o f(g~"). Ebenso gilt
e = f(g) ¢ f(g)~!, nach der Kiirzungsregel folgt f(g~') = f(g)". O

BEMERKUNG. Der Kern ker(f) :={z € G : f(z) = ey} ist immer eine Untergruppe von
G und es gilt ker(f) = {eq} < f injektiv. Beweis als Ubung.
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2. Ringe

Bei einem Ring handelt es sich um eine Struktur mit zwei Verkniipfungen auf ein und
derselben Menge.

DEFINITION. Eine Menge R mit zwei Verkniipfungen + und - heifit Ring, falls
e (R,+) eine kommutative (abelsche) Gruppe mit neutralem Element 0 und inversem
Element —a ist,

e (R,-) die Eigenschaft (A) erfiillt (und dann auch als Halbgruppe bezeichnet wird),

e (D) gilt: Va,b,ce R:a-(b+c¢)=a-b+a-cAN(b+c)-a=b-a+c-a.
Die Verkniipfung - bindet stérker als +. Der Ring heifit kommutativ, wenn zusétzlich gilt:

VYa,be R:a-b=b-a
Der Ring besitzt ein Finselement 1, wenn
J1eR:1#40ANVaeR:1-a=a-1=a.

SATZ 2.1 (Ringeigenschaften). Sei (R,+,-) ein Ring. Dann gelten:
(1)Vae R:a-0=0-a=0
(2) Va,be R:(—a)-b=—(a-b) =a-(-b)
(3) Ya,be R:(—a)-(=b)=a-b

BeEwers. (1): Esgilta-0=a-(0+0)=a-0+a-0,ausa-0+0=a-0 und Satz 1.1
(5) folgt a - 0 = 0. Der Beweis von 0 - a = 0 erfolgt analog.

(2): (—a)-b+a-b = (—a+a)-b = 0-b = 0 und + ist kommutativ, daher gilt (—a)-b = —(a-b).
Der Beweis von a - (—b) = —(a - b) erfolgt analog.

(3): Aus (2) folgt (—a) - (=b) = —(a-(=b)) = —(—(a-b)) =a-b. O
BEMERKUNG. Der kleinste Ring ist {0}, der kleinste Ring mit 1 ist {0, 1}.

BEISPIELE (Beispiele von Ringen). Kommutative Ringe mit 1 sind beispielsweise (Z, +, -,
(Q,+,) (R,+,-) und (Z,,+, -). Die Polynome mit reellen Koeffizienten bilden mit der Ad-
dition und Multiplikation (Faltung) ebenfalls einen kommutativen Ring mit 1.

Die Menge der Matrizen M,,.,,(R) mit der koordinatenweisen Addition und dem Matri-
zenprodukt ergibt bei n > 2 einen nicht kommutativen Ring mit Eins I (Einheitsmatrix).

Die geraden ganzen Zahlen (27Z, +, ) sind ein kommutativer Ring ohne Einselement.

DEFINITION (Teilring). Sei (R,+,-) ein Ring und S C R. Wenn Va,b € S : a+b €
SANa-be S giltund (5, +|sxs, ‘|sxs) selbst wieder ein Ring ist, so heifit (5, +g,5) ein
Teilring von R. Wir schreiben S < R.

PROPOSITION 2.2. Sei (R, +, ) ein Ring und sei S C R eine nichtleere Teilmenge. Dann
ist S ein Teilring von R genau dann, wenn gilt:

Ya,be S:a—beSNa-be s

Bewers. Die Eigenschaft (A) wird fiir + und - von R auf S vererbt, ebenso (K) fiir +.
Auch (D) wird von R auf S vererbt. Daher ist nach Lemma 1.3 (S,+) eine kommutative
Gruppe genau dann, wenn Va,b € S : a —b € S. Ebenso ist (5,-) eine Halbgruppe genau
dann, wenn Va, b€ S:a-beS. O

BEMERKUNG. Aus Proposition 1.2 folgen 05 = 0 und (—a)s = (—a)gr. Wenn R und S
Ringe mit Einselementen sind, dann verlangt man 1g = 1j.

BEISPIEL. Der Ring (Z,+, -) besitzt ein Einselement 1 und es gilt (2Z,+,-) < (Z, +, -),
aber (2Z,+, ) besitzt kein Einselement.
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DEFINITION. Seien (R,+,-) und (S,®,®) Ringe. Eine Abbildung f : R — S heifit
Ringhomomorphismus, falls gilt:

Va,be R: fla+b) = f(a) & F(b) A f(a-b) = fla) ® f(b)
Wenn R und S Ringe mit Einselementen sind, dann verlangt man noch f(1g) = 1g.

BEISPIELE. Die Quotientenabbildung ¢ : Z — Z,, k + [k] ist ein Ringhomomorphis-
mus.

Die Abbildung f : 2Z — Z, 2k — 2k ist ein Ringhomomorphismus (nicht surjektiv).

Die Abbildung g : 2Z — 7Z,2k — k ist kein Ringhomomorphismus. Aus der Definition
wiirde einerseits g(4) = ¢g(2-2) = ¢(2) - g(2) = 1-1 =1 und andererseits g(4) = g(2+2) =
1+ 1 = 2 folgen, ein Widerspruch.

DEFINITION. Sei (R,+,-) ein Ring. Ein Element a € R\ {0} heifit Nullteiler, wenn
e R\{0}:a-b=0.

BEISPIEL. Das Element [2] ist ein Nullteiler in Zg, denn [2] - [3] = [6] = [0].

DEFINITION. Ein kommutativer Ring (R, +,-) mit Einselement heifit Integrititsbereich,
wenn R keine Nullteiler besitzt.

Ein Element a € R heiflit Finheit, wenn 3b € R : a-b =b-a = 1. Wir bezeichnen die
Menge der Einheiten mit R*.

BEMERKUNG. Die Eins 1 ist von Einheiten zu unterscheiden! Die Eins (das Einselement)
ist immer eine Einheit, aber nicht umgekehrt.

BEISPIELE. Die Ringe (Z,+,-), (Q,+,-) (R, +,-) sind Integritdtsbereiche.
Der Ring (Z,,+, -) ist ein Integritdtsbereich genau dann, wenn n eine Primzahl.

3. Korper

DEFINITION. Eine Menge K mit zwei Verkniipfungen + und - heifit Korper, falls
e (K, +) eine kommutative (abelsche) Gruppe mit neutralem Element 0 und inversem
Element —a ist,
e (K \ {0},-) eine kommutative (abelsche) Gruppe mit neutralem Element 1 und
inversem Element a~! ist,
e (D) gilt: Va,b,ce K:a-(b+¢)=a-b+a-cAN(b+c)-a=b-a+c-a.
Auch hier bindet die Verkniipfung - stéarker als +.

BEMERKUNGEN. Analog zu dieser Definition ist (K, +,-) ein kommutativer Ring mit 1,
sodass jedes Element ungleich 0 beziiglich - ein Inverses besitzt. Insbesondere gilt 1 # 0.

SATZ 3.1 (Rechenregeln fiir Korper). Sei (K, +,-) ein Korper und K* = K \ {0}.
(1) Fiir a,b € K* gilt (a-b)' =a ' -b7%
(2) Fiira € K* gilt (—a)™! = —(a™), daher (—1)"' = —1.
(3) Fira,be K gilta-b=0=a=0Vb=0 (d.h. ein Korper ist nullteilerfrei).
(4) Fiir a,b € K mit a # 0 hat die Gleichung a-x = b die eindeutige Lisung x = a~*-b.

BEWEIS. Die Beweise erfolgen mittels der Gruppeneigenschaften von (K*,-)) und (K).

(1): Folgt aus Satz 1.1 (4) und (K).

(2): Es gilt —a € K*, denn sonst wiirde a = —(—a) = —0 = 0 nach Satz 2.1 (3) folgen.
Weiters gilt (—a) - (—(a™1)) = a-a~! =1, daher folgt (—a)™! = —(a™!) mit (K).

(3): Der Beweis erfolgt indirekt durch a € K*Abe K* = a-be K*.

(4): Tm Fall b = 0 folgt z = 0 =a~!- b aus (3) und Satz 2.1 (1), im Fall b # 0 folgt die
Aussage aus Satz 1.1 (6), wobei nach Satz 2.1 (1) x = 0 keine Losung sein kann. O
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LEMMA 3.2. Jeder endliche Integrititsbereich (R, +,-) ist ein Korper.

BEWEIS. Sei a € R\ {0} fest gewahlt. Wir betrachten die Abbildung f, : R — R mit
x +— a-x. Die Abbildung ist injektiv, denn fiir ax; = axy folgt a(x; — x9) = 0 und aufgrund
der Nullteilerfreiheit 7 = x5. Da die Menge R endlich ist, muss f, auch surjektiv sein und
dz € R:a-x = 1. Da a # 0 beliebig war, ist (R, 4+, -) ist ein Korper. O

PrRoOPOSITION 3.3. Der Ring Z,, ist ein Kérper genau dann, wenn m € P.

BEWEIS. =: Sei m ¢ P, dann gilt m = ab mit a,b € Z \ {1,—1,m,—m} und es folgt
[a] - [b] = [m] = [0]. Wegen [a] # 0 und [b] # 0 sind beide Nullteiler und Z,, ist kein Kérper.
<: FirmePund k,0 € {0,1,...,m— 1} mit [k] - [[] = [k -] = [0] gilt m | k- . Nach
Korollar 1.6 in Kapitel 5 (Zahlenmengen) gilt m | £V m | [, daher [k] = [0] V [I] = [0]. Somit
ist Z,, nullteilerfrei und nach dem Lemma ein Kérper. U

BEISPIELE (Beispiele von Korpern). (Q, +,) und (R, +,-) sind Kérper. Nach der Pro-
position ist (Z,,+, ) fiir p € P ein Kérper. Der kleinste Korper ist (Zg, +, -).

DEFINITION. Die Definition eines Teilkérpers £ < K erfolgt analog einem Teilring mit
1, zusétzlich muss fiir a € E* auch a=! € E gelten.

PROPOSITION 3.4. Sei (K, +,:) ein Korper und sei E C K eine nichtleere Teilmenge
mit E # {0}. Dann ist E ein Teilkérper von K genau dann, wenn gilt:

(‘v’a,bEE:a—bEE)/\(Va,bEE*:a-b_leE)

BEWEIS. =-: Ergibt sich aus den Kérpereigenschaften von E.

<: Aus der zweiten Bedingung folgt fiir a = b € E* aucha-a ' =1¢€ E. Fira =1
folgt nun Vo € E* : b1 € E. Wegen a —a =0 € Eund Va € E : a-0 = 0 folgt gemeinsam
mit (b71)"' =bnun Va,b € F:a-b € E. Nach Proposition 2.2 ist £ ein Teilring mit 1 und
zusitzlich gilt Va € E* : a7 € E, daher ist E ein Teilkorper. O

BEISPIELE. (Q,+,") < (R, +,-).

Fiir die quadratischen Zahlkirper Q(\d) = {a + bVd | a,b € Q} gilt (Q(d), +,-) <
(R, +, ), hier ist d € Q kein Quadrat einer rationalen Zahl.

DEFINITION. Seien (K, +,-) und (K’, &, ®) Kérper. Eine Abbildung f : K — K’ heifit
Kérperhomomorphismus, falls f ein Ringhomomorphismus ist und f(1x) # O gilt.

PROPOSITION 3.5. Jeder Korperhomomorphismus f : K — K’ ist injektiv und ein
Gruppenhomomorphismus von (K*,-) nach ((K')*, ®).

BEWEIS. Fiira € K* gilt f(a)® f(a™!) = f(a-a™') = f(1x) # Ox und daher f(a) # O
nach Satz 2.1 (1). Es gilt f(K*) C (K’)* und damit ist f ein Gruppenhomomorphismus von
(K*,-) nach ((K")*,®) mit f(1g) = 1x nach Proposition 1.4 (1).

Fiir a,b € K mit f(a) = f(b) folgt nun mittels Proposition 1.4 (2) die Gleichung O =
fla)® (—=f() = f(a)® f(=b) = f(a+ (=b)), daher = a + (—=b) = 0 bzw. a = b. O

BEISPIELE. (R,®,®) mit den Verkniipfungen a @b := a+b—3 und a ® b := ab —
3a — 3b + 12 ist ein zu (R, +,-) isomorpher Korper, denn f : R — R, — x + 3 ist ein
Kérperisomorphismus von (R, 4+, ) nach (R, ®, ®).

Die Korper Q(v/2) und Q(v/3) sind nicht isomorph. Fiir einen bijektiven Kérperho-
momorphismus f miisste sowohl f(2) = f(1+1) = f(1) 4+ f(1) = 1+ 1 = 2 als auch
f2) = f(V2-vV2) = f(vV2) - f(v/2) gelten. Angenommen, es existieren a,b € Q mit
f(v/2) = a+by/3, dann folgt 2 = (a+bv/3)? = a®+3b*>+2abv/3. Dies ist nur bei a = 0Vb = 0
méglich, aber a? = 2 als auch 3b* = 2 sind in Q nicht lésbar.



KAPITEL 5

Zahlenmengen

1. Die natiirlichen Zahlen N
Die natiirlichen Zahlen N wurden 1889 von Giuseppe Peano axiomatisiert.

DEFINITION. Sei N eine Menge. Die Peano Axiome lauten:

(1) 0eN

(2) Vn e N:35(n) (S(n) ist der Nachfolger von n, S : N — N)
(3) VneN:S(n)#0 (0 ist kein Nachfolger)
(4) Vny,ne € N:ny #ng = S(ny) # S(ng) (S ist injektiv)
(5) VM CN:(0e MAVYRe M :S(n)e M)=M =N (Eine Teilmenge von N,

die 0 und mit jedem ihrer Elemente auch dessen Nachfolger enthilt, ist gleich N.)
Diese Axiome definieren die natiirlichen Zahlen bis auf eine Isomorphie.

SATZ 1.1 (Dedekind). Wenn (N, S, 0) und (Nig, 0) beide die Aziome (1) bis (5) erfiillen,
dann existiert ein bijektive Abbildung ¢ : N — N mit
e $(0) =0, )
e Vn e N: (S(n) = S(6(n)) .

BEMERKUNGEN. Die Konstruktion der natiirlichen Zahlen erfolgt in der axiomatischen
Mengenlehre mittels des Unendlichkeitsaxioms in ZFC (Zermelo-Fraenkel-Axiomensystem
der Mengentheorie): Es gibt eine Menge, welche die leere Menge () und mit jedem Element
x auch die Menge x U {z} als Element enthilt.

Wir definieren den Nachfolger von = durch S(z) := 2 U {z} =  + 1 und setzen dann:
0:=0, 1:={0}, 2:={0.{0}}, 3:= {0, {0}, {0, {01}, ...

Es gilt ganz allgemein n = {0,1,2,...,n — 1}.

Beweise mit vollstandiger Induktion basieren auf (5) mit M = {n € N | A(n) ist wahr}.

Der Induktionsanfang entspricht 0 € M, der Induktionsschritt Vn € M : S(n) € M.

DEFINITION. Die Ordnung auf den natiirlichen Zahlen N wird durch
n<m:&=nCm

definiert. Die Axiome (R) und (T) folgen aus der Definition, (AS) kann mittels des Regula-
ritdtsaxioms in ZFC bewiesen werden. Diese Ordnung ist eine Totalordnung auf N.

SATz 1.2 (Wohlordnungsprinzip). Jede nichtleere Teilmenge von N besitzt ein kleinstes
Element.

BEWEIS. Angenommen, es sei 7' C N eine nichtleere Menge ohne kleinstes Element. Wir
zeigen mit vollstandiger Induktion nach n, dass Vn e N: k<n=FLk¢ T.

Induktionsanfang: Fiir n = 0 gilt £ <0 =k =0 und es gilt 0 ¢ 7', sonst ist 0 kleinstes
Element von 7' (0 < m fiir alle m € T).

Induktionsannahme: Es gelte fiir alle k € N mit k <n, dass k ¢ T'.

Induktionsschritt: Fir jedes m € T gilt n+1 < mV m < n+ 1 (Totalordnung). Laut
Induktionsannahme gilt k ¢ T fiir alle £ € N mit £ < n+ 1, daher trifft die linke Bedingung

34
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immer zu und es folgt Vm € T : n+1 < m. Wenn n+1 € T, dann ist n+1 kleinstes Element
von T', ein Widerspruch. Daher gilt auch fiir alle k € Nmit k <n+1,dass k ¢ T.
Wir erhalten Vn € N: k <n =k ¢ T, insbesondere Vn € N:n ¢ T bzw. T = ). O

KoOROLLAR 1.3. Jede nichtleere, nach unten beschrinkte Teilmenge von Z besitzt ein
kleinstes Element.

BEWEIS. Sei T'C Z und T' > —m. Die Menge
Th=T+m={ke€Z|3NeT:k=1+m}CN

ist nichtleer und besitzt ein kleinstes Element n. Dann ist n — m das kleinste Element von
T, denn die Ordnungsrelation ist mit der Addition vertréglich. O

SATZ 1.4 (g-adische Darstellung einer natiirlichen Zahl). Sei ¢ € N mit ¢ > 1. Dann
kann jede natiirliche Zahl n > 0 eindeutig in der Form

k

n= Zaiq"

i=0
mit k € N, a; € {0,1,...,q— 1} fir 0 <i <k und ay # 0 geschrieben werden.

BEWEIS. Induktion nach dem groften & > 0 mit ¢* < n.

Induktionsanfang: Fiir k = 0 gilt n < g und n = ay.

Induktionsannahme: Die Behauptung gelte fiir alle n mit ¢* < n < ¢

Induktionsschritt: Sei n mit ¢"*' < n < ¢"**? gegeben. Dann existieren natiirliche Zahlen
apy1 und 0 < 7 < ¢" mit n = ap ¢+ Bs gilt agyy € {1,...,¢— 1}, denn fiir a5, > ¢
folgt der Widerspruch ¢**2 > n = ap 14" +1r > ap1¢* > ¢**2. Ebenso folgt fiir aj,; = 0
ein Widerspruch n = 0¢*™! 4+ r = r < ¢**'. Wir wenden die Induktionsannahme auf r an
und erhalten a; € {0,1,...,¢—1} fir 0 <i < kmit r = Zf:o a;q'. Wenn r = 0, dann setzen
wir a; = 0 fiir 0 < ¢ < k. Es folgt nun n = ap1¢" + Zf:o a;q" und der Induktionsbeweis
ist fertig.

Zum Beweis der Eindeutigkeit seien a; und b; zwei verschiedene Darstellungen von n.
Wir ergénzen ggf. durch Koeffizienten 0, sodass beide Darstellungen dieselbe Zahl £ + 1
von Koeffizienten besitzen. Nun sei 0 < [ < k die groﬁte natiirliche Zahl mit a; # b;. Nach
der geometrischen Summenformel gllt ¢ =1+ Z (q — 1)¢*. Wir nehmen a; < b; an und
schliefen aus a; = b; furi e {{+1,...,k}

k+1

! k I k
n=) ad+ ) g =) bd+ ) ad,
i=0 i=l41 i=0 i=lt1
daher 30 aiqg* = 31, big’. Jedoch gilt
I 1 -1
. o bzait+l
b =bd+) bidt > ad+d =ad+1+) (¢—1)¢ >
i=0 i=0 i=0
——
>0

0<a;<g—1

-1 l l
> ad +1+) ad =) ad +1>) ad,
=0 =0 =0

ein Widerspruch. O
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Grofiter gemeinsamer Teiler (ggT), Euklidischer Algorithmus und Eindeutig-
keit der Primfaktorenzerlegung.

DEFINITION. Seien a,b € N. Eine Zahl d € N heifit ggT(a,b), wenn:
(1) d|and|b
2)Vd eN:d |and |b=d |d
SATz 1.5 (Euklidischer Algorithmus). Fiir zwei natirliche Zahlen a,b € N existiert im-

mer ein ggT(a,b), dieser kann durch den Euklidischen Algorithmus ermittelt werden. Ohne
Beeintrdchtigung der Allgemeinheit sei a > b:

a = qb +1r O<r < b)
b =aqri+7ry 0<ry<nr)
T1 = Qo + T3 0 <r3<ry)
Tn—2 = Qn-1"n-1 1+ Tn (0 < Ty < rnfl)
Tn—1 = QqnTn + Tn+1 (0 =Tpt1 < Tn)

Die Folge r; ist streng monoton fallend und nach unten durch 0 beschrdinkt, daher existiert
ein n € N mit r,pq = 0. Dann gilt v, = ggT(a,b) und es existieren ganze Zahlen s,t € 7
mit as + bt = ggT(a,b)

BEWEIS. Aus 7,1 = qur, folgt r, | r_1. Aus r,_ o = qu_17n_1 + 1, folgt 7, | 7o,
induktiv erhalten wir schlielich r,, | o und r, | r1. Daraus ergeben sich r,, | b und r, | a,
daher ist r, ein gemeinsamer Teiler von a und b.

Wenn ' | a,b gilt, dann folgt 7' | 11 = a — qob. Aus ' | ry folgt nun v’ | r = b — ¢y und
aus 13 = 11 — @or2 folgt 7’ | r3. Induktiv ergibt sich 7’ | r,, somit ist r, der ggT(a,b).

Fir i € {3,...,n} kann der Rest r; = r;_9 — ¢;_17;_1 durch r;_; und r;_» ausgedriickt
werden. Rekursives Einsetzen liefert eine Darstellung r, = ric + rod mit ¢, d € Z, mittels
r1 = a— qob sowie 1o = b — q1r1 = b(1 + qoq1) — q1a erhalten wir die Darstellung ggT(a,b) =
as + bt durch geeignete Zahlen s,t € Z. O

KOROLLAR 1.6 (Lemma von Euklid). Wenn eine Primzahl p ein Produkt zweier natirli-
cher Zahlen a und b teilt, dann teilt p zumindest einen der Faktoren.

BEWEIS. Wenn p 1 a gilt, dann folgt ggT(p,a) = 1 und es existieren s,¢t € Z mit
ps+at = 1. Es folgt b=15b-1 = pbs + abt und aus p | ab ergibt sich p | b. O

SATZ 1.7. FEine natiirliche Zahl n > 1 kann eindeutig als Produkt von endlich vielen der
Grifie nach geordneten Primzahlen dargestellt werden.

BEWEIS. Die Existenz einer Faktorisierung wurde bereits im Lemma 1.3, Kapitel 1 ge-
zeigt. Wenn es natiirliche Zahlen n > 1 mit jeweils zwei verschiedenen Primfaktorenzerle-
gungen gibt, dann gibt es nach dem Wohlordnungsprinzip eine kleinste derartige natiirliche
Zahl a. Wir stellen diese Zahl durch a = pips...pr = Q1q2...qs mit r,s > 2 dar, wobei
die Primzahlen p; und g; jeweils aufsteigend geordnet sind, mit moglichen Wiederholungen
von Primzahlen mit hoherer Potenz in der Faktorisierung. Die Mengen {p;,ps,...,p,} und
{q1,q2, ..., qs} sind disjunkt, denn jede gemeinsame Primzahl konnte mit dem Ergebnis einer
nicht eindeutig faktorisierbaren Zahl a’ mit 1 < a’ < a gekiirzt werden, im Widerspruch zur
Minimalitdt von a. Es gelten p; | q1 ...¢s und py 1 ¢1, da p; und ¢; verschiedene Primzahlen
sind, und nach dem Korollar 1.6 folgt p; | ¢2...qs. Durch Induktion folgt p; | ¢;...q¢s fir
allei € {2,...,s}, somit auch p; | g5, ein Widerspruch. Daher ist die Primfaktorenzerlegung
einer natiirlichen Zahl n > 1 eindeutig bestimmt. O
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BEMERKUNG. In N kénnen wir {iber die Primfaktorenzerlegung der Zahlen a > 1 und
b > 1 den ggT(a,b) bestimmen:

a= ]i[pzyZ Nb= Hp?j = ggT(a,b) = lemm{%ui}

2. Die ganzen Zahlen Z
Die Konstruktion der ganzen Zahlen erfolgt mittels einer Aquivalenzrelation auf N x N:
(m,n) ~(p.q) & m+q=p+n

Wir definieren Z als die Menge
Z =NxN/~,

die Aquivalenzklasse (m,n) reprisentiert die ganze Zahl m — n, wobei m,n € N.
Die Operationen + und - sind definiert durch

(my,n1) + (ma,ng) := (M + ma, ny + na),

(my,nq) - (M2, ng) := (Mimg + nyng, ming + nyms).
Das Nullelement und das additiv inverse Element sind definiert durch
0= (0,0),

—(m,n) := (n,m)

und das Einselement ist definiert durch (1,0).

BEMERKUNGEN. Die Addition ist wohldefiniert und erfiillt (A) und (K). Aus (mq,nq) ~
(P1,q1) & m1+q = p1 +ny und (Mg, n2) ~ (P2, q2) € My + g2 = p2 + ny folgt

my+mg+q1+ g2 =p1+ P2+ N1+ no,

daher
(my1 + ma,ny 4+ na) ~ (p1 + P2, 1 + ¢2).

Das Nullelement (0, 0) erfiillt (m,n)+(0,0) = (m,n) und das additiv inverse Element (n,m)
erfiillt (m,n) + (n,m) = (m +n,m +n) = (0,0) fiir alle m,n € N.
Die Multiplikation ist ebenfalls wohldefiniert (Ubung) und erfiillt (A) und (K), das Eins-

element (1,0) erfiillt (1,0) - (m,n) = (m,n) - (1,0) = (m,n) fir alle m,n € N.
Die Distributivgesetze (D) konnen direkt verifiziert werden.

Somit ist Z ein kommutativer Ring mit Eins. Weiters ist Z nullteilerfrei, daher ein Inte-
grititsbereich (ohne Beweis).
Der Monoid (N, +) kann durch einen injektiven Monoidhomomorphismus in (Z,+) ein-
gebettet werden:
t:N—Z

n+— (n,0)

Wir identifizieren von nun an ¢(N) mit N.
Eine Totalordnung auf Z wird (mittels der Totalordnung auf N) durch

(ma,n1) < (Mg, n2) & my +ng <mg+ny

definiert, diese Definition ist ebenfalls wohldefiniert auf den Aquivalenzklassen.



38 5. ZAHLENMENGEN

3. Die rationalen Zahlen Q

Die mengentheoretische Konstruktion der rationalen Zahlen Q abstrahiert die bekannten
Regeln des Bruchrechnens. Wir definieren auf Z x (Z \ {0}) eine Aquivalenzrelation

(a,b) ~ (¢,d) = ad = bc
und definieren die rationalen Zahlen Q als die Menge
Q:=2Z x (Z\{0})/ ~.

Im Sinne des Bruchrechnens entspricht eine Aquivalenzklasse allen moglichen Erweiterungen
und Kiirzungen eines gegebenen Bruches.
Die Operationen + und - sind definiert durch

(a,b) + (¢,d) := (ad + be, bd),
(a,b) - (c,d) := (ac, bd).

Das Nullelement und das additiv inverse Element sind definiert durch

0:=(0,1),
—(a,b) :== (—a,b).

Das Einselement und das multiplikativ inverse Element von (a,b) # 0 (& a # 0) sind
definiert durch

1:=(1,1),
(m)_l = (b,a).

BEMERKUNG. Alle Operationen sind wohldefiniert und erfiillen (A) und (K), weiters
gilt auch (D). Der Beweis dieser Gesetze erfolgt durch Nachrechnen. Daher ist (Q, +, ) ein
Korper.

DEFINITION. Sei K eine Menge mit zwei Verkniipfungen +, - und einer Relation <. Dann
heifit (K, +, -, <) ein geordneter Kérper, wenn
e (K,+,-) ein Korper ist,
e (K, <) eine totalgeordnete Menge ist,
e die Ordnung mit +, - vertréglich ist:
(14) Ve,y,ze K:x<y=az+2<y+z (Monotoniegesetz d. Addition)
(15) Ve,y,z€e K:x <yANz>0=x-2<y-z (Monotonieges. d. Multiplikation)

BEMERKUNG. Ein geordneter Korper wird durch insgesamt 15 Axiome definiert: (A),
(N), (I) und (K) jeweils fiir die Gruppen (K, +) und (K \ {0}, ) sowie (D), dann die Axiome
(R), (T), (AS) und das Totalordnungsaxiom fiir (K, <), schliefllich die Axiome (14) und (15).

DEFINITION (Ordnung auf Q). Wir definieren die positiven rationalen Zahlen durch

Qi :={(a,b) |a,b€Z mit (a>0Ab>0)V(a<O0Ab<O0)}.

Auch diese Definition ist unabhingig von den Représentanten einer Aquivalenzklasse. Mit

P=Q.U{0} und —P = {—(a,b) | (a,b) € P} erhalten wir PU(—P) =Qund PN(—-P) =
{0}. Weiters gelten fiir alle 2,y € P die Inklusionen x + y € P und z -y € P. Wir setzen
(a,b) < (r,s) = (r,s) — (a,b) € P.

Diese Definition ergibt eine Totalordnung auf Q entsprechend den Axiomen (14) und (15),
daher ist Q ein geordneter Korper (Ubung).
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PROPOSITION 3.1. In einem geordneten Korper (K,+,-, <) gelten mit z,y,z € K fol-
gende Rechenregeln:

(1)z<y<sy—x>0

(2) r<0&s —x>0

(8) x <y —x>-—y

(4) z<0Nzx<y=x-2>y-z

(5) 2#0=2?>0 (=1>0)

(6)0<z<y=0<y'l<a!

BeEweIs. (1), (2), (3): Man addiert beidseitig —x bzw. —z — y und verwendet Axiom
(14), fiir die Gegenrichtung addiert man beidseitig x bzw. x + y.

(4): Mit (15) folgt 2 < 0= —2 > 0= 2:(—2) < y-(—2) = —(v2) < —(y-2) = y-z < x-2.

(5): Folgt aus Axiom (15) mittels Fallunterscheidung nach z > 0 = 2> = z -z > 0 und
r < 0= 2?=(—x)(—z) > 0. Aus der Nullteilerfreiheit folgt nun z? # 0, daher x? > 0.

(6): Es gilt V& > 0: 27! > 0, denn 2! < 0 ergibt mit Axiom (15) einen Widerspruch
l=212<0-2=0 Aus 0 < z < y und (15) folgt nun x -y > 0 und mit der
Nullteilerfreiheit x - y > 0, daher x7! - y~! = (z - )~ > 0. Die Ungleichung x < y und (15)
ergeben y ' =z (a7t -y <y (27t -y7!) = 27! Zusammen mit z # y = 7! # y!
(denn (z71)~! = z) folgt die Aussage. O

4. Die reellen Zahlen R

Bei den reellen Zahlen wird zu den Axiomen eines geordneten Korpers ein weiteres hin-
zugefiigt:

DEFINITION (Ordnungsvollstéandigkeit).
(16) Jede nichtleere und nach oben beschriankte Teilmenge von R besitzt ein Supremum.

BEMERKUNG. Aquivalent zu (16) ist folgendes Axiom: Jede nichtleere und nach unten
beschréinkte Teilmenge besitzt ein Infimum. Fiir eine nichtleere und nach unten beschréinkte
Teilmenge M von R ist —M nach oben beschriankt und es gilt sup(—M) = —inf M.

BEWEIS. Sei M # (). Dann gilt s < M & —s > —M & —M < —s, daher existiert
nach (16) ein Supremum « = sup(—M). Dieses Supremum erfiillt —M < a und Vy € R
mit —M < v gilt @ < . Dies ist dquivalent zu —a < M und Vy € R mit M > —v gilt
—a > —v. Wenn wir § = —~ setzen, dann ist dies dquivalent zu —a < M und V§ € R mit
M > 9§ gilt —a > §. Daher ist —a das Infimum von M, somit besitzt jede nichtleere nach
unten beschriankte Teilmenge ein Infimum.

Der Beweis der Gegenrichtung erfolgt analog, daher sind die beiden Axiome &quivalent.
O

Das Axiom (16) beseitigt den Makel der Nicht-Vollstéandigkeit von Q, es gilt:
VaoeR:a=sup{reQlzr<a}=inf{reQ|a<z}

SAaTz 4.1 (Dedekind). Es existiert bis auf Isomorphie genau ein ordnungsvollstindiger
Korper, welcher Q als Teilkorper enthdlt.

BEWEIS. Der Beweis erfolgt mittels der mengentheoretischen Konstruktion der reellen
Zahlen durch die sog. Dedekind-Schnitte. U

SATZ 4.2 (Archimedische Eigenschaft). Fir beliebige x,y € R mit x > 0 und y > 0
existiert esn n € N mit nx > y.
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BEWEIS. Sei A := {nz | n € N}. Angenommen, fiir alle n € N gilt nx < y, dann ist A
durch y nach oben beschriankt und besitzt nach dem Axiom der Ordnungsvollstiandigkeit ein
Supremum « = sup A. Aus z > 0 folgt o — x < «, daher ist o — x keine obere Schranke von
A und 3n € N: nx > a — z. Dann folgt jedoch @ < (n + 1)z € A, ein Widerspruch. O

SATZ 4.3. Seien z,y € R mit x <y, dann existieren ein ¢ € Q und ein v € R\ Q mit
r<qg<yundzr<r<y.

BEWEIS. Aus x < y folgt y — 2 > 0 und nach der Archimedischen FEigenschaft dn €
N : n(y — x) > 1. Wir wéhlen my,my € Z mit m; > nz und my > —nz, daher gilt
—my < nx < my. Wir setzen M := {k € Z | nx < k}. Da M nichtleer und nach unten
beschrankt ist, existiert ein kleinstes Element m € M. Aus m — 1 ¢ M folgt m — 1 < nu,
daher nz <m < nz +1 < nz +n(y — ) = ny. Die rationale Zahl ¢ = ™ erfiillt » < ¢ <y.

Durch eine weitere Anwendung des vorangehenden Arguments kénnen wir zwei rationale
Zahlen q1, ¢ mit x < ¢; < ¢2 < y finden. Da ‘/75 € (0,1) eine irrationale Zahl ist, erfiillt die

irrationale Zahl r = ¢; + (q2 — (]1)‘/75 die Ungleichungen z < ¢; <1 < ¢2 < v. O
DEFINITION (Absolutbetrag, Abstand, Vorzeichen). Seien z,y € R. Wir definieren:
>
|| = { v wenn z > 0 (Absolutbetrag)
—xr wenn x <0
d(z,y) =z —y (Abstand)
1 wenn r > 0
sgn(z) =< 0 wenn x = 0 (Vorzeichen, Signum)
—1 wennx <0
PROPOSITION 4.4. Es gelten fiir alle x,y,z € R folgende Aussagen:
(1) || =|—=2[ >0, |z| >z, |z| > —x und |z| =0 < x = 0.
(2) d(z,y) =d(y,z) >0 und d(z,y) =0 <= x =y.
(3) |z +y| <l|z|+y|; dlz, z) < d(z,y) + d(y, 2). (Dreiecksungleichung)
(4) |z -yl = lz| - [yl.
BEWwWEIS. Die Aussagen (1) folgen durch Fallunterscheidungen =z > 0 < —x < 0 = x =
x| = —(—2)=|—-2|>0> —nrx=0<z|=|—2/=2=—-2=02<0& —2>0=
—x = |z| =| — x| > 0 > x. Die Gleichung |z| = 0 kann daher nur bei x = 0 erfiillt sein,

Die Aussagen (2) folgen nun aus (1) und der Definition von d(-,-).

Im Beweis von (3) verwenden wir x < |z| und —x < |z| sowie die Fallunterscheidungen
r+y>0=lr+yl=c+y<l|z|+|yl bew. 2 +y<0=|z+yl=—2—y < |z|+ |y|. Es
folgt nun d(z,2) = |z — 2| = [(z —y) + (y = 2)| < |z —y[ + [y — 2| = d(z,y) + d(y, 2).

Im Beweis von (4) verwenden wir die Fallunterscheidungen z,y > 0= |z -y| =2 -y =
|-y z 20N Ay < 0=z -yl=—(z-y)=a-(—y)=z| [y 2 <OANy = 0= |z -yl =
—(z-y)=(-2)-y=lz| -y v,y <0= |z -yl =(z-y) = (—2) - (—y) = |z| - [y]. O



