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1) Beweisen Sie, dal der Nullring 0 (= {0} mit 0 +0 = 0 und 0 -0 = 0) der einzige

kommutative Ring mit 1 ist, in dem 0 = 1 gilt.

Konvention: Auch im Proseminar bezeichnet ab sofort Ring immer einen kommutativen

Ring mit Finselement, auler es wird explizit etwas anderes festgelegt.

2) Es seien A und B Ringe und ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus. Zeigen Sie:
a) Wenn J Ideal von B ist, ist ¢~1(J) Ideal von A.
b) Wenn I Ideal von A ist und ¢ surjektiv ist, ist ¢(I) Ideal von B.

3) Zeigen Sie an Hand eines Beispiels, dafl 2b) nicht korrekt ist, wenn ¢ nicht als surjektiv

vorausgesetzt wird.

4) Zeigen Sie: Ist A ein Ring, I ein Ideal von A und ¢ : A — A/I, p(a) = a+ I, so
ist durch J ~— ¢~1(J) eine bijektive, die Ordnungsrelation C respektierende Abbildung

zwischen den Idealen von A/I und denjenigen Idealen von A, die I enthalten, gegeben.
5) Uberpriifen Sie, daB der binomische Lehrsatz in Ringen gilt.

6) Finden Sie A*, NT(A), NNT(A) und Nil(A) fiir
a) A=7 b) A =Z/6Z ¢) A=7/AZ d) A=17/12Z

7) Sei A ein Ring.

a) Zeigen Sie: Wenn = € Nil(A), dann ist 1 +z € A*.
b) Leiten Sie aus Teil a) ab: Wenn u € A* und = € Nil(A), dann ist u +x € A*.

8) Es sei A ein Ring und p(X) =ap+ a1 X +--- +a, X" € A[X]. Beweisen Sie
pE (A[X])* < a9 € A" und aq,...,a, € Nil(A)
Hinweis: Wenn p - ¢ = 1 mit ¢(X) = bg + 01X + -+ + b, X, zeigen Sie mit Induktion

nach r, dal a’*'b,,_, = 0. Folgern Sie, da8 a, nilpotent ist und verwenden Sie das

vorangegangene Beispiel.



9) Es sei A ein Ring und p(X) = ap + a1 X + -+ + a, X" € A[X]. Beweisen Sie, dafl p

genau dann nilpotent ist, wenn ag, ay, ... ,a, € Nil(A).

10) Fiir alle j € M (# @) sei I; ein Ideal des Rings A. Zeigen Sie, daf3 Z I; und ﬂ I;
ebenfalls Ideale von A sind. jeM JjEM

11) Beweisen Sie mit Hilfe eines Gegenbeispiels: Die Vereinigung I UJ zweier Ideale I und

J eines Rings A ist nicht immer ein Ideal.

12) Es seien I, J Ideale des Rings A. Zeigen Sie:
a) I -J ist Ideal von A b)yI-JCINnJ c)l[-A=1

13) Es seien Iy, I, I3 Ideale des Rings A. Beweisen Sie:

a) (I1+I2) +Is = 11 + (12 + I3) b) 1 + I =1,+1
c)(Iy - L) - Is =1 - (I3 - I3) d) - Iy=1I -1
e)I1-(Io+I3)=11-Is+ 1 - I3 O (L +1) Is=1 - Is+ 13- I3

14) Beweisen Sie fiir den Hauptidealring Z:
a) aZ + bZ = ggT(a,b)Z  b)aZNbZ=kgV(a,b)Z c) (aZ)-(bZ) = (a-b)Z

15) Es sei A der Ring A = {a + bi/5 | a,b € Z}. Die Ideale P, Py, P, seien durch
P:=(2,1+1iV5), P, := (3,1 +iV5), P, := (3,1 — i\/5) gegeben. Beweisen Sie:
a) P2 = (2) (Hinweis: Zeigen Sie zuerst P = (2,1 —iy/5).)
b) P - Py = (3)
¢) P- Py =(1+iV5)
P-P,=(1-1iV5)
e) (6)=(2)-(3) =(1+iV5) - (1-iV5) = Py

16) Beweisen Sie: Sind I, J Ideale des Rings A, so gelten
a) [ CJ=VICVJ b) I C VI o) VVI=VI

17) Beweisen Sie: Sind I, J Ideale des Rings A, so gelten
A)VI-J=VINT=VINVJ b Vi=AsI=A o) VI+tJ=VVI

18) Es seien I, J Ideale des Rings A. Zeigen Sie: Wenn VT und v/J coprim sind, sind auch

I und J coprim. Hinweis: Verwenden Sie Teile b) und c) des vorangegangenen Beispiels.



19) Es seien Aq,..., A, Ringe. Beweisen Sie:

a) Der Ring [] A; ist genau dann Integritdtsbereich, wenn es ein j € {1,... ,n} gibt,
=1
sodafl A; Integrltatsberelch ist und A; =0 fur 1<i<nundi#j.

b) Die Ideale von H A; sind von der Gestalt H I; wobei I; Ideal von A; ist (fiir
=1 =1

1<i<n). Achtung Es handelt sich beide Male um ein kartesisches Produkt.
c) Beweisen Sie: Mit den Notationen von Teil b) gilt

ﬁAi/HI ~H (4;/L)

d) Das Ideal H I; ist genau dann Primideal von H A; wenn es ein j € {1,...,n}
=1 =1
gibt, sodafl I; Primideal von A; ist und I; = A fir 1 <i¢<mnundi #j.

20) Es sei A ein Ring und P Primideal von A. Beweisen Sie: Wenn es fiir ein @ € A ein

n € N gibt, sodafl ™ € P, dann gilt bereits a € P.
21) Beweisen Sie: Wenn P Primideal des Rings A ist, gilt vV P = P fiir alle n € N.

22) Es seien A und B Ringe und ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus. Zeigen Sie: Wenn
P ein Primideal von B ist, ist ¢~ !(P) Primideal von A.

23) Zeigen Sie: Ist A ein Ring, I ein Ideal von A und ¢ : A — A/I, ¢(a) = a+ 1, so
ist durch P +— ¢~ 1(P) eine bijektive, die Ordnungsrelation C respektierende Abbildung
zwischen den Primidealen von A/I und denjenigen Primidealen von A, die I enthalten,

gegeben.

24) Es sei C der Ring C = {f | f :[0,1] — R, f ist stetig}. Beweisen Sie:

a) Ist zg € [0,1], soist I, = {f € C| f(xg) = 0} ein Ideal von C.

b) Jedes der Ideale I, aus Teil a) ist maximal. Hinweis: Zeigen Sie, daf§ die Abbildung
0z : C = R, f— f(x0) ein Ringhomomorphismus ist.

c) Besitzen f1,..., fn € C keine gemeinsame Nullstelle, so ist " | f? € C*.

d) Ist I(# C) ein Ideal von C, so gibt es (mindestens) einen Punkt = € [0, 1], der
gemeinsame Nullstelle aller f € I ist.
Hinweis: Indirekt beweisen. Kompaktheit von [0, 1] und Teil ¢) verwenden.

e) Jedes maximale Ideal von C' ist von der in Teil b) angegebenen Gestalt.



25) Es sei A ein Ring und I ein Ideal von A. Beweisen Sie: Es gilt genau dann I = /T

wenn sich I als Durchschnitt von Primidealen schreiben 1af3t.

26) Es seien A, B zwei Ringe und ¢ : A — B ein surjektiver Ringhomomorphismus.

Beweisen Sie:

a) Ist I Ideal von A, so gilt (V) € /().
b) Ist I Ideal von A und ker ¢ C I, so gilt (V1) = v/o(I).
c) Es gilt ¢(Jac A) C Jac B.

27) Zeigen Sie: Ist A ein Ring, I ein Ideal von A und ¢ : A — A/I, p(a) = a+ I, so
ist durch P +— ¢ ~1(P) eine bijektive Abbildung zwischen den maximalen Idealen von A/l

und den maximalen Idealen von A, die I enthalten, gegeben.

28) Bestimmen Sie die Primideale und die maximalen Ideale des Rings A und Jac A fiir

a) A=7 b) A=17/67 ) A=17/4Z d) A=17/127

29) Es seien I, Is und I Ideale des Rings A und S C A multiplikativ. Beweisen Sie:
a) ST, + L) = S~ + ST, b) SH(Iy - L) = (S7'L) - (S711,)
c) SN NL)=(ST'I)N(S71L) d) VST = ST

30) Es sei I ein Ideal des Rings Aund S =1+1={1+a|a € I}. Beweisen Sie:

a) Die Primideale von S~ A entsprechen bijektiv den Primidealen P von A, die
I + P # A erfiillen.
b) Es gilt S71I C Jac(S71A).

31) Schreiben Sie den Beweis der Inclusion

(1 P < Nil4
P Primideal

aus Satz 1.11(i) um. Verwenden Sie dabei den Ring S™*A4 mit S = {a" | n € NU{0}}.

32) Es sei A ein Ring und S und T zwei multiplikative Teilmengen von A. Beweisen
Sie, dal ST = {st|s € S,t € T} C A) und i s(T)(C S~'A) mulitplikativ sind und da8
(ST) LA (i45(T)) " (S1A).

33) Esscien A=7Z,P=(2)=2Z,S=A\P=7Z\2Z, ] =(2)=2Z und J = (6) = 6Z.
Zeigen Sie ST = S7 T in ST1Z = Zy).



34) Es sei A 20 ein Ring und ¥ = {S | S C A ist multiplikativ und 0 ¢ S}. Zeigen Sie:

a) Ist S € 3, so gibt es ein (beziiglich der Inklusion C) maximales 7" € ¥ mit S C T
b) Es gilt: S € ¥ ist maximal < A\ S ist minimales Primideal von A

35) Eine multiplikative Teilmenge S eines Rings A heifit saturiert, wenn fiir x,y € A gilt,
dal aus zy € S folgt, daBl x € S und y € S. Beweisen Sie:

a) Eine multiplikative Menge S C A ist genau dann saturiert wenn A \ S Vereinigung
von Primidealen von A ist.
b) In jedem Ring A ist NNT(A) ist saturiert.

36) Es seien A, B Ringe, ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus und M ein B-Modul.
Beweisen Sie, da§ M durch A x M — M, (a, m) — ¢(a)m zu einem A-Modul wird.

37) Es sei A ein Ring, M ein A-Modul und I ein Ideal von A mit der Eigenschaft, daf§

axr = 0 fur alle @ € I und alle z € M. Beweisen Sie:

a) bxr = cx wenn b = ¢ (mod 1),
b) M wird durch (a+I)-m =a-m :=a-m ein A/I-Modul.

38) Es sei A ein Ring und My, My zwei A-Moduln. Beweisen Sie: Setzt man

(1 4 @2)(m) := p1(m) + @2(m) (fiir 1,02 € Homy (M, M), m € M)
und  (ap)(m) :=ap(m) (fir a € A, p € Homa (M1, M), m € M),

so wird Hom 4 (M7, Ms) ein A-Modul.

39) Es sei A ein Ring und My, My, M3 drei A-Moduln. Zeigen Sie: Ist ¢ € Homy (M7, Ms)
und ¥ € Homy (Ms, M3), dann ist 1) o ¢ € Hom 4 (M7, M3).

40) Es sei A ein Ring und M, M, N, N vier A-Moduln. Auflerdem seien zwei A-Modul-
homomorphismen o € Hom 4 (M, M) und w € Hom4 (N, N) gegeben. Beweisen Sie:

a) Die Abbildung Hom (M, N) — Homu4 (M, N), ¢ — @ o « ist A-linear.
b) Die Abbildung Hom 4 (M, N) — Hom (M, N), ¢ — w o ¢ ist A-linear.

41) Es sei A ein Ring und M ein A-Modul. Beweisen Sie Hom4 (A, M) = M. Hinweis:
Betrachten Sie die Abbildung Hom 4 (A, M) — M, ¢ — ¢(1).

42) Es sei A ein Ring, M ein A-Modul und N ein Untermodul von M. Beweisen Sie:

a) Der Faktormodul M/N ist ein A-Modul.
b) Die Abbildung ¢ : M — M/N, p(m) =m + N ist in Hom4 (M, M/N) und surjektiv.



43) Es sei V der reelle Vektorraum V = {f : [0,1] — R | f ist stetig} und

U:{fev‘/olf(a:)daz:o}.

Beweisen Sie V/U = R (Isomorphie von R-Moduln, d.h. reellen Vektorrdumen).

44) Beweisen Sie, dafl die direkte Summe von Moduln durch ihre in Satz 3.14 (i) angegebene
Eigenschaft charakterisiert wird, d.h. fiir alle 7 € I sei M; ein A-Modul, S sei ein A-Modul
und fiir alle ¢ € I sei k; : M; — S ein A-Modulhomomorphismus.

Zeigen Sie: Wenn S die Eigenschaft besitzt, dafl es zu jedem A-Modul N und jeder Familie
von A-Modulhomomorphismen ¢ : M; — N (mit ¢ € I) einen eindeutig bestimmten A-
Modulhomomorphismus ¢ : S — N mit der Eigenschaft ¢ o xk; = ; fiir alle ¢ € I gibt,
dann gilt S = P M,.

iel

45) Fiir alle in € I sei M; ein A-Modul. Das direkte Produkt der (M;);cs ist als

[124: = {(mi)icr | mi € M; fiir alle i € I}.
il
definiert. Beweisen Sie:
a) Durch die folgenden beiden Verkniipfungen wird [],.; M; ein A-Modul:
(mi)ier + (ni)ier == (m; +n;)ier und a(m;)ier = (am;)ier (mit a € A)
b) Die direkte Summe P, ; M; ist Untermodul von [[,_; M;.
c) Fiir alle j € Iist 7 : [[,c; My — M, (m;)ier — m; ein A-Modulhomomorphismus.
d) Es sei N ein A-Modul und fiir i € I sei ¢; : N — M; ein A-Modulhomomorphismus.
Dann gibt es genau einen A-Modulhomomorphismus ¢ : N — [[,c; M;, derart daf
w; =m; 0 fiir alle s € 1.
e) Es sei P ein A-Modul, der die Eigenschaft von [],.; M; aus Teil d) erfiillt (d.h. fiir
alle 7 € I ist 7; € Homyu (P, M;) und ist N ein A-Modul und ¢; € Homyu (N, M;) so
gibt es genau einen A-Modulhomomorphismus ¢ : N — P mit 7; 0 ¢ = ; fir i € I).
Dann gilt P = [[ M;, d.h. [] M; ist durch die Eigenschaft d) eindeutig bestimmt.
i€l i€l
46) Es sei A ein Ring, I ein Ideal von A und M ein A-Modul. Beweisen Sie:
a) Durch (a4 I)(x + IM) := ax + IM wird M/IM ein A/I-Modul.
b) Ist 1, ... ,xz, Basis von M iiber A, so ist 1 + IM, ..., x, + IM Basis
von M /IM iiber A/I.



47) a) Es sei M ein A-Modul. Beweisen Sie: Sind x1,...,z, und yq, ..., ¥y, zwei Basen
von M, so gilt m = n. Hinweis: Verwenden Sie ein maximales Ideal von A und das
vorangegangene Beispiel, um die Frage auf die entsprechende Eigenschaft fiir Vektorrdume

zurickzufithren.

b) Folgern Sie aus Teil a): Ist A ein Ring und A™ = A™ so ist n = m.

Definition. Essei M ein endlich erzeugter und freier A-Modul. Die Anzahl der Elemente
einer (und nach dem vorangegangenen Beispiel damit jeder) Basis von M wird als Rang

von M bezeichnet.

48) Es sei A ein Ring, I und J zwei Ideale von A und M ein A-Modul. Zeigen Sie:

a) (I+.J)M = IM + JM.
b) I(JM) = (IJ)M.
c¢) Sind Ny und Ny zwei Untermoduln von M, dann gilt I(Ny + No) = INy + I Ns.

49) Es sei A ein Hauptidealring. Beweisen Sie:

a) Ist I # (0) Ideal von A, so ist I = A (Isomorphie von A-Moduln).
b) Ist M ein A-Modul, ¢ : M — A ein A-Modulhomomorphismus mit der Eigenschaft,
dafl es ein x € M gibt, dafl p(x) # 0 erfiillt, so ist M = ker ¢ @ A.

50) Es sei A ein Hauptidealring und M ein freier A-Modul vom Rang n € N. Beweisen
Sie: Jeder Untermodul N von M ist ebenfalls frei und der Rang von N ist hochstens n.
Hinweis: Verwenden Sie Induktion nach n. Betrachten Sie den A-Modulhomomorphismus
@ : M — A, der folgendermaflen gegeben ist: Ist x1,... ,x, Basis von M, so sei

ola1zy + -+ + anxy) = ap.

Verwenden Sie das vorangegangene Beispiel fiir den Induktionsschritt.

51) Es seien M7, Ms und N Untermoduln des A-Moduls M. Beweisen Sie: Wenn die drei
Bedingungen M, C My, My "N = My N und M; + N = My + N erfiillt sind, gilt
M1 - MQ.

52) Beweisen Sie nochmals Satz 3.20, diesmal ohne die Charakterisierung aus Satz 3.19
zu verwenden. Beniitzen Sie stattdessen das vorangegangene Beispiel.

Hinweis: Ist My C My C M3 C --- eine aufsteigende Folge von Untermoduln von M, so
betrachten Sie die beiden Folgen (M7 + N)/N C (M2 + N)/N C (M3 + N)/M C --- und
MiNnNCM;NNC MsnNN C --- von Untermoduln, um die Implikation (ii) = (i) zu

beweisen.



53) Es sei A ein Integrititsbereich. Beweisen Sie:
a) Fir a,be Agilt: a|b < (b) C (a)
b) Fiir a,b € A gilt: (a) = (b)) < Ju€ A*:b=ua
c) Ein Element a € A\ {0} ist genau dann irreduzibel wenn (a) maximal ist in der
Menge der Hauptideale # (1) von A.

54) Es sei A ein noetherscher Integritatsbereich. Beweisen Sie: Jedes Element a € A\ A*,

a # 0 kann als endliches Produkt irreduzibler Elemente von A geschrieben werden.
Definition. Ein A-Modul M heiflt artinsch, wenn jede absteigende Kette
My DMy DMz DD My D Mpy1 2D+

von Untermoduln stationar wird, d.h. es gibt ein ng € N, sodafl M; = M,,, fiir alle ¢ > ny.
Ein Ring A heifit artinsch wenn er als A-Modul artinsch ist, d.h. wenn jede absteigende

Kette von Idealen von A stationar wird.

55) Beweisen Sie: Ein A-Modul M ist genau dann artinsch wenn jede nichtleere Menge

von Untermoduln ein (beziiglich der Mengeninklusion) minimales Element besitzt.

56) Es sei N ein Untermodul des A-Moduls M. Beweisen Sie: M ist genau dann artinsch

wenn sowohl N als auch M /N artinsch sind.

57) Es seien My, ..., M, artinsche A-Moduln. Beweisen Sie, da dann auch € M; ein
artinscher A-Modul ist. i=1

58) Es sei A ein artinscher Ring und M ein endlich erzeugter A-Modul. Beweisen Sie, dafl
M ein artinscher A-Modul ist.

59) Beweisen Sie: Ist ein Integritdtsbereich A artinsch, so ist A bereits ein Korper.
Hinweis: Betrachten Sie (a) D (a?) D (a®) D --- fiir a € A\ {0}.

60) Beweisen Sie: Ist P Primideal des artinschen Rings A, so ist P bereits maximales
Ideal von A. Hinweis: Betrachten Sie A/P.

61) Beweisen Sie: Ein artinscher Ring A besitzt nur endlich viele maximale Ideale. Hin-
weis: Betrachten Sie die Menge M :={P;N---NP, | Py,..., P, maximale Ideale von A}

und verwenden Sie Satz 1.15.



62) Es sei A ein artinscher Ring. Beweisen Sie, daf§i A/ Jac A zu einem endlichen direkten

Produkt von Korpern isomorph ist.

63) Welcher der folgenden Moduln ist artinsch bzw. noethersch?

a) Eine endliche abelsche Gruppe G (als Z-Modul)

b) Der Ring Z (als Z-Modul)

) Ein Kérper K (also K-Modul)

d) Ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V (als K-Modul)
e) Der Polynomring K[X] (mit K ein Korper, als K[X]-Modul)

o

64) Es sei p eine Primzahl und
G:= {627rim/pn | m,n € NU{0}}.

Beweisen Sie, da} (G,-) ein artinscher aber nicht noetherscher Z-Modul ist. Hinweis:
Zeigen Sie, dafl die Menge der echten Untergruppen von G durch {Gn | n e NU {0}}
gegeben ist, wobei

G, = {e¥™/P" | m e NU{0}}.

65) Es seien M7 und My zwei A-Moduln. Beweisen Sie
ASSA(Ml D MQ) = ASSA(M1> U ASSA(MQ).
Bestimmen Sie Assz(Z @ (Z/3Z)).

66) Es sei A = Z[X]. Beweisen Sie, dafl P = (2, X)) maximales Ideal von A und Q = (4, X)

ein P-priméres Ideal, aber keine Potenz von P ist.

67) Beweisen Sie: Im Ring A = R[X,Y, Z] sind P, = (X,Y) und P, = (X, Z) Prim-
ideale und P3 = (X, Y, Z) maximales Ideal und P, - P, = P, N P, N P32 ist unverkiirzbare

Primarzerlegung von P; - Ps.

68) Essei M ein A-Modul endlicher Lénge. Beweisen Sie: Sind E und F zwei Untermoduln
von M, so gilt
CA(E)+lA(F)=Lla(E+ F)+l4(ENF).



