I"Jbungen zu Analysis in einer Variable fir das Lehramt
SS 2016

Christoph Bazxa

1) Drei Lehramtsstudenten machen gemeinsam Urlaub im Siiden. Da sie wenig Geld haben,
suchen sie eine billige Unterkunft. Tatsachlich finden sie ein giinstiges Hotel, in dem sie
gemeinsam um 30 Euro tibernachten konnen. Jeder der drei bezahlt dem Rezeptionisten
10 Euro und sie gehen auf ihr Zimmer. Wenig spater erkundigt sich der Hotelbesitzer beim
Rezeptionisten nach der Buchungslage. Als er von den drei Studenten hort, macht er den
Rezeptionisten darauf aufmerksam, dass das Hotel das Zimmer fiir Studenten sogar um
nur 25 Euro anbietet. Also macht sich der Rezeptionist mit 5 Euro auf den Weg zu den
Studenten. Unterwegs iiberlegt er sich, dass man die 5 Euro ja gar nicht verniinftig auf drei
Personen aufteilen kann. Also gibt er jedem der drei nur einen Euro zuriick und behélt
zwei Euro als Trinkgeld. Nun hat jeder der Studenten 9 Euro fiir das Zimmer bezahlt
und der Rezeptionist hat 2 Euro. Das macht in Summe 29 Euro. Wo ist der 30. Euro
geblieben?

2) Welches der drei Symbole =, <= oder <= kann man in den folgenden Aussagen an
der Stelle der drei Punkte ... einsetzen, sodass eine wahre Aussage entsteht?

a) Heute ist Dienstag ... Morgen ist Mittwoch
b) Es regnet ... Die Strafe ist nass
¢) Matura bestanden . Alle Noten im Zeugnis sind positiv
d) Matura bestanden ... Mathematiknote ist positiv
e) Die ganze Zahl a ist durch 3 teilbar ... Die Ziffernsumme von a ist durch 3 teilbar
f) Die ganze Zahl a ist durch 9 teilbar ... Die Ziffernsumme von «a ist durch 3 teilbar
gla=3...a*=9

3) Finden Sie den Fehler im folgenden Beweis. Wir wollen zeigen, dass 1 = 2 gilt. Dazu
wéahlen wir zwei beliebige Zahlen a und b mit der Eigenschaft a = b.

a?+a%=a®+ab
2a® = a* + ab
2a* — 2ab = a* + ab — 2ab
2a° — 2ab = a* — ab
2 (a* —ab) = 1- (a® — ab)
2=1
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4) Finden Sie den Fehler im folgenden Beweis. Wir wollen zeigen, dass 4 = 5 gilt.

—20 = —20
16 — 36 = 25 — 45
16 — 36 + 8L =25 — 45+ 8

£-2:4-54(3)=5"-2:5-3+(3)°
(4-9°=6-97
9 _ 9
4-9=5-2
4=5

5) Finden Sie den Fehler im folgenden Beweis.
Behauptung. Alle natiirlichen Zahlen sind gleich.

Beweis. Wir zeigen 1 = 2 = --- = n durch Induktion.

Induktionsanfang: Die Behauptung stimmt fiir n = 1, denn 1 = 1.
Induktionsvoraussetzung: Es gilt 1 =2 =---=n.

Induktionsschritt: Ausn—1=mnfolgt n=n+1und daher 1 =2=..-=n=n+1.

6) Finden Sie den Fehler im folgenden Beweis.

Behauptung. Je n beliebige Punkte in einer Ebene liegen stets auf einer Gerade.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung durch Induktion.

Induktionsanfang: Die Behauptung ist fiir n = 1 und n = 2 offensichtlich korrekt.
Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung sei fiir n Punkte schon gezeigt.
Induktionsschritt: Gegeben seien die n 4+ 1 Punkte P,...,P,+; in der Ebene. Nach
Induktionsvoraussetzung liegen die Punkte Py, ..., P, auf einer Gerade g. Ebenfalls nach
Induktionsvoraussetzung liegen die Punkte P, ... , P11 auf einer Gerade h. Da die beiden
Punkte P, und P,, auf beiden Geraden g und h liegen, muss g = h gelten und daher liegen
Py, ..., P, alle auf einer Gerade.

7) Mit A(n) werde die Aussage 1 +2+ -+ +n = §(2n + 1)? bezeichnet. Zeigen Sie, dass
A(n + 1) aus A(n) folgt. Ist die Aussage A(n) wahr?

8) Finden Sie den Fehler im folgenden Beweis.

Behauptung. Die grofite natiirliche Zahl N ist 1.

Beweis. Wir fithren den Beweis indirekt. Angenommen N # 1. Da 0 < 1 ist N # 0 und
daher N > 1. Daraus folgt N2 > N, was der Definition von N widerspricht.
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Beweisen Sie fiir einen Kérper K nur mit Hilfe der Korperaxiome bzw. den in der Vorlesung
daraus abgeleiteten Folgerungen:

9) Das Einselement 1(€ K) ist eindeutig bestimmt.
10) Zu gegebenem a € K, a # 0 ist das multiplikative Inverse % eindeutig bestimmt.
11) Zu a,b € K, a # 0 gibt es genau ein x € K, sodass a - x = b.

12) Fiir alle a € K \ {0} gilt

S
I
Q

13) Fiir alle a,b € K \ {0} gilt - =1 ¢.

a

14) Fiir alle a,b € K gilt a- (—b) = —(a - b).

15) Fiir alle a,b,¢,d € K mit b,d #0 gilt § = § <=a-d=0b-c
16) Fiir alle a,b,c,d € K mit b,d # 0 gilt § - § = 5.
17) Fir alle a,b,¢,d € K mit b, ¢, d # 0 gilt
i_ad
< b-c’
18) Fiir alle a,b,c,d € K mit b,d # 0 gilt & + ¢ = &dthc

19) Beweisen Sie, dass (Fa, +, ) ein Korper ist.

20) Beweisen Sie fiir a,b € K (wobei K ein angeordneter Korper sein soll):
a) Wenn a,b >0danna+b>0und a-b> 0.
b) Wenn a,b < 0 dann a+b < 0 und a-b > 0.

21) Beweisen Sie: Wenn 0 < a < b dann 0 < 3 < L.

22) Beweisen Sie fiir a,b,c € K (wobei K ein angeordneter Korper sein soll):
a) Wenn a < bund b < ¢ dann a < c.
b) Wenn a <bund ¢>0danna-c<b-c.
c) Wenna <bundec<Odanna-c>b-c.
d) Wenn a < b und b < a dann a = b.
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23) Beweisen Sie, dass es kein z € Q mit der Eigenschaft 22 = 3 gibt (d.h. v/3 ¢ Q).
24) Beweisen Sie, dass fiir alle a,b € R mit b # 0 gilt, dass |§| = %.
25) Beweisen Sie, dass fiir alle a,b € R die Ungleichung ||a| — [b]| < |a + b] gilt.

26) Beweisen Sie: Fiir alle aq,... ,a, € R gilt die Dreiecksungleichung

n
Zak < Z |ag|.
k=1

k=1

27) Beweisen Sie fiir a,b € R die folgenden beiden Gleichungen:

a+b+|b—al
2

+b—1|b—al

b) min{a,b} = a 5

a) max{a,b} =

28) Sind die folgenden Mengen nach unten bzw. oben beschrankt? Wenn ja, was ist ihr

Infimum bzw. Supremum? Handelt es sich dabei um ein Minimum bzw. Maximum?
a) (_17 1) b) [_37 2) C) (_37 2) n [1’ +OO)
d) {[n e N\ {0}} e) {(-1)"*+-mr | n e N\ {0}}
29) a) Fiir n € N sei I, = [n, +00). Beweisen Sie I,,41 C I, fir n > 0 und (), I, = 2.

b) Ebenso fiir I, = (0, =) fiir n € N\ {0}.
Widersprechen diese Ergebnisse dem Intervallschachtelungsprinzip?

30) Esseien A = [3,11], B ={-1,2,18}, C = [0,1)U{2} und D = (—o00, —100]. Berechnen
Sie 24, —2B, 3C, -3D, A+ B, A+ C, A+ D, B+C, B+ D und C + C.

31) Es seien M;,N C R und M, N # @. Beweisen Sie: Wenn M und N nach oben
beschrankt sind, ist auch M U N nach oben beschriankt und es gilt

sup(M U N) = max{sup M,sup N }.
32) Es sei a < 0 und p € N ungerade. Beweisen Sie: Es gibt genau ein x < 0 mit der

Eigenschaft P = a. Verwenden Sie keine Dedekindschen Schnitte, sondern fithren Sie die
Behauptung auf Satz 12 aus der Vorlesung zuriick.
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33) Beweisen Sie fiir k,n € N:

n n . n n n+1 .
= < k< = <
a) <k:) (n—k) fir0<k<n b) (k>+(k—|—1) (k+1) fuir0<k<n

Geben Sie fiir beide Aussagen einen Beweis mit Hilfe der Definition der Binomialkoeffizi-
enten und einen mittels ihrer kombinatorischen Interpretation.

34) Beweisen Sie fiir n € N\ {0}:
D G+ () ()b () =2
b) (6) = (D) + () —++(=D"() =0

Konnen Sie eine kombinatorische Interpretation dieser Identitaten geben?

35) Beweisen Sie fiir n € N\ {0}:

E() -2

22n

36) Es sei a >0 und n,p € N mit n > 2 und p < n. Beweisen Sie

Var <1+ Z(a—1).
n

37) Zeigen Sie (fiir ay,...,a, € R), dass

n 2 n
(Z ak) <n- Zai.
k=1

k=1

38) Beweisen Sie die folgende Variante der Bernoullischen Ungleichung: Ist z > —1 und
n € N\ {0}, so gilt (1 4+ 2)" > 1+ nz.

39) Es sei a € R. Beweisen Sie direkt aus der Grenzwertdefinition

1
lim =0
n—oo N + a

(Die Folgenglieder sind fiir n > |a| sicher definiert.)

40) Berechnen Sie den Grenzwert der Folge (a,,)n>1 fiir

n?+n+2 (n+1)% —n?

a) an = An3 +1 n
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41) Berechnen Sie den Grenzwert der Folge (ay,),>1 fur

An* —n +2 b) n3+n
= a, =
N4 +2n2+n T AnA 4+ 3n3 4+ 2n2+n+1

a) ap

42) Es seien ag,a1,... ,ap,bo,b1,...,by €R, a, # 0 und b, # 0. Beweisen Sie

i Qe+ ain+ag ap/by falls p =g,
11m =
n—o0 bqnq 4+ 4+ bin—+ by 0 falls p<gq.

Bemerkung. Man kann relativ leicht zeigen, dass die Folgenglieder fiir gentigend grofles n
sicher definiert sind. Sie konnen diese Tatsache ohne Beweis verwenden.

43) Berechnen Sie:

: n nt2 B e O § L,
R R e
44) Berechnen Sie:
14+924... 12 492 4 ... 2
a) lim Terown b) lim R
n—00 n? n—00 n3

45) Berechnen Sie:

) dim (o b) dim (1-2)(1-1 !
Yoale\127 273 n-(n+1) nooo\" 2 3 n

. . . 1 1 1 .
Hinweis. Verwenden Sie ) = m  mgT 10 Teil a).

46) Es sei p € N. Berechen Sie lim 3/n? und lim 1/%/nP. Was koénnen Sie aus den
n— oo

n— o0
Ergebnissen iiber den Wert von lim %/a,, folgern, wenn die Folge (a,),>1 fir fast alle n
n—oo -

die Relation n™? < a,, < nP erfullt?

47) Beweisen Sie: Wenn lim a,, = a und a,, > 0 fiir alle n > 1 dann gilt auch a > 0 und

n—oo
lim /a, = /a.

n—oo

48) Beweisen Sie:

a) lim /n(vn+ —\/ﬁ):% b) lim( 9n2+2n+1—3n):%

n—oo n— oo
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49) Es seien a,b € R. Beweisen Sie

a+b

lim n(1-/(1-2)(1-2)) =22,

n—oo

Ab welchem Index sind die Folgenglieder sicher definiert?

50) Beweisen Sie: Wenn 0 < a < b < ¢ dann gilt lim 3/a™ + 0" + ¢® = ¢. Geben Sie eine
n—oo
analoge Aussage fiir p Zahlen 0 < a; < ag <--- < a, an (und beweisen Sie sie).

51) Beweisen Sie: Wenn lim a,, = a und p eine Polynomfunktion ist, dann gilt auch
n—oo

lim p(an) = p(a).

n—oo

52) Beweisen Sie: Wenn lim a,, = a und lim b, = b dann gelten
n—oo n—oo

lim max{a,,b,} = max{a,b} und lim min{a,,b,} = min{a,b}.
n—oo n— o0

Hinweis. Ein fritheres Beispiel ist sehr hilfreich.

53) Beweisen Sie: Wenn a,, # 0 fiir alle n > 1 und es ein ¢ € (0,1) gibt, derart dass
|apt1/an| < g fiir fast alle n, dann ist (a,),>1 eine Nullfolge.

54) Beweisen Sie fiir z € R beliebig fest gewé&hlt:

1 n+1
55) Berechnen Sie lim <1 + —> .

n—oo n

56) Die Folge (a,)n>1 sei folgendermafen iterativ definiert: a; := /2, ap = vaj + 2,
allgemein a,, 11 := v/a, + 2 fiir n > 1. Beweisen Sie:

a) Die Folge (ay,),>1 wéchst monoton,

b) Die Folge (a,)n>1 ist durch 2 nach oben beschrénkt,

c) lim a, =2.
n— o0

Hinweis. Verwenden Sie Induktion nach n fiir die Teile a) und b).

57) Beweisen Sie: Ist die Folge (ay),>1 konvergent, so ist die Folge (an4+1 — an)n>1 €ine
Nullfolge. Gilt die Umkehrung?

58) Beweisen Sie, dass die Folge (ay)n>1 mit

P S S S G
an: — = _ — = —_— ... - 7
3 5 7 2n —1

eine Cauchyfolge (und daher konvergent) ist.
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59) Zeigen Sie, dass es a,b € R\ Q mit der Eigenschaft a® € Q gibt. Hinweis. Experi-
mentieren Sie mit v/2. Beachten Sie, dass Sie a und b nicht explizit angeben miissen.

60) Beweisen Sie:
a) lim {/n = +oo (mit p € N\ {0}) b) li_>m n” = +oo (mit r > 0 rational)

n—oo
61) Es gelte hm ap, = +o0o und lim b, = +oo und die Folge (¢, ),>1 sei konvergent.
n—oo -
Beweisen Sie:
a) lim (a, + b,) = +o0 b) lim (a, + ¢,) = 40
n—oo n—oo

62) Es gelte lim a, = +oo, lim b, = 400 und a € R. Beweisen Sie
n— oo n—oo

a) lim (aa,) =

n—00 —oo falls a < 0. n—00

400 falls a > 0,
b) lim (an,b,) = +o0

63) Beweisen Sie:
a) lim (2n? +3n —7) = +o0 b) lim (n3 —5n) = +o0

n—oo n— oo

64) Bestimmen Sie die Hiufungspunkte und lim a, und lim a, fiir die Folge (@n)n>1:

n— oo n—oo
1—1—2% falls n = 3k fiir ein k > 1,
1 falls n gerade,
a) ap = b) a,= 2+”T+1 falls n = 3k + 1 fir ein £ > 0,
% falls n ungerade.
2 falls n = 3k + 2 fiir ein £ > 0.

65) Finden Sie eine unbeschrankte Folge (a,),>1, die als Hiufungspunkte die drei Zahlen
163, % und e besitzt.

66) Welche der folgenden Reihen konvergieren?

2) 3 e b) 3 2 ) T (k-5

67) Welche der folgenden Reihen konvergieren?

4 S
a) ngl 5nZ—3 b) ; \/m 2 nTin

68) Berechnen Sie die Summen der folgenden Reihen:

D) Y 5 b) 3= G- 0) >

n=1 n=0 n=1

69) Berechnen Sie die Summen der folgenden Reihen mit Hilfe von Teleskopsummen:

oo oo

a) nz::1 (2n71)1(2n+1) b) > n2171 c) nz::1 n(n+1l)(n+2)

n=2
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70) Konvergieren die folgenden Reihen?

oo

2) > b) 3 %
n=1 n=1
71) Konvergieren die folgenden Reihen?
. n n o (—1)"tin
Y 20T b X St

72) Sind die folgenden Reihen konvergent bzw. absolut konvergent?

a) Y 0 b) 2 o

73) Konvergieren die folgenden Reihen (wobei in Teil ¢) a € R sein soll)?

)2 C) 21%

l\Dlz
=
3
1r7e
Sk

74) Konvergieren die folgenden Reihen (wobei in Teil a) a > 0 sein soll)?

a) > (Ya—1)" b) 3 (v = 4" ) ¥ 2

75) Beweisen Sie die Konvergenz der Reihe

2+ (—=1)" 3 1 3

2 ot =iyttt

n=1
durch Angabe einer konvergenten Majorante. Uberpriifen Sie, dass die Konvergenz dieser
Reihe mit Hilfe des Wurzelkriteriums, nicht aber mit dem Quotientenkriterium erkennbar

ist.

76) Es seien p: R — R und ¢ : R — R zwei Polynomfunktionen. Beweisen Sie:

a) grad(p - q) = grad p + grad ¢ b) grad(p + q) < max{gradp, grad ¢}
Dabei gelten die Konventionen —o0o +n = n + (—o00) = (—00) + (—00) = —oo sowie
max{—o00,n} = n bzw. max{—00, —c0} = —o0 und —oo < n bzw. —oo < —oo fiir n € N.
77) (Lagrangesches Interpolationspolynom) Es seien ag,aq,...,a, € R paarweise
verschieden und by, b1, ... ,b, € R (die nicht verschieden zu sein brauchen). Beweisen Sie,
dass durch

Z x—ao c(r—agp_1)(x—agy1) - (x—ap)
e~ " (ar — ao) (ak —ag—1)(ar — ags1) - (ak — an)
eine Polynomfunktion mit den Eigenschaften gradp < n und p(ax) = by (fiir 0 < k < n)

gegeben ist.
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78) (GauBklammer) Fiir z € R sei [z] := max{k € Z | k < z} (d.h. [z] ist die groBte
ganze Zahl < x). Zeichnen Sie den Graphen der Funktion f : R — R, f(x) = [z]. Ist die
Funktion f gerade bzw. ungerade? Finden und beweisen Sie eine Formel, die [—z]| durch
[x] ausdriickt.

79) a) Es sei p : R — R eine Polynomfunktion mit gradp > 1 und a € R eine Nullstelle
von p. Beweisen Sie, dass es eine Polynomfunktion ¢ mit gradg = gradp — 1 und der
Eigenschaft p(x) = (z — a) - () gibt. Hinweis. Verwenden Sie Polynomdivision mit Rest.

b) Beniitzen Sie Teil a), um zu zeigen: Ist p : R — R eine Polynomfunktion und gradp > 1,
so besitzt p nur endlich viele Nullstellen.

80) Es seien A, B C R. Beweisen Sie die folgenden Identitéten fiir die charakteristischen
Funktionen der Mengen AN B und AU B:

a) CANB = CA - CB b) caup = ca + ¢B — canB

81) Fiir A, B C R wird die symmetrische Differenz AA B definiert als
AAB:=(AUB)\(ANB)=(A\B)U(B\A).

Driicken Sie canp durch ¢4 und cp aus und beweisen Sie Thre Behauptung.

82) Es sei D C R und —D = D. Beweisen Sie:

a) Sind f,g : D — R zwei gerade (bzw. ungerade) Funktionen, so sind f +¢g: D — R
ebenfalls zwei gerade (bzw. ungerade) Funktionen.

b) Ist die Funktion f : D — R sowohl gerade als auch ungerade, so ist f = 0 (d.h. f(z) =0
fiir alle x € D).

83) Beweisen Sie: Jede Funktion f : R — R ldsst sich auf eindeutige Weise als Summe
einer geraden und einer ungeraden Funktion schreiben. Hinweis. Verwenden Sie fiir die
Existenz die Gleichung

Fla) = 5 (7@) + F0) + 5 (7@~ f-2)).

84) Die Funktion f : R — R sei gegeben durch

r+3 firx <2,
f(z) =
3r—1 furz > 2.

Geben Sie einen detaillierten Beweis dafiir, dass f im Punkt 2 stetig ist (d.h. argumentieren
Sie mit € > 0 und § > 0).
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85) Berechnen Sie (soferne sie existieren) die folgenden Grenzwerte:

a) lim ==/~~~ b) lim
z—1 x—1 z—2

202 —3x +1 ( 1 12 )
2—x 8—2a3
86) Beweisen Sie
1
z—0 2 2’

87) Es sei b > 1. Beweisen Sie:

a) Fir alle z,y > 0 gilt plog % =plogz — 4 logy.
b) Fiir alle x > 0 und alle y € R gilt ,loga¥ =y - log .

logn

88) Beweisen Sie lim

= 0. Hinweis. In der Vorlesung wurde lim {/n = 1 bewiesen.
n—00 n—00

89) a) Beweisen Sie: Wenn die Abbildung f : [a,b] — [a,b] stetig ist, besitzt sie einen
Fixpunkt ¢ € [a, b]. Hinweis. Betrachten Sie die Abbildung ¢ : [a,b] = R, g(z) = f(z) —=x.
b) Geben Sie Beispiele fiir stetige Funktionen f : I — I ohne Fixpunkt an, wobei I ein
Intervall, aber entweder nicht abgeschlossen oder nicht beschrankt ist.

90) Es sei f: R = R, f(z) = 22 - cp(x). Beweisen Sie, dass f im Punkt 0 differenzierbar
ist und berechnen Sie f(0).

91) Es sei I C R ein offenes Intervall, £ € I und fi1,...,f, : I — R seien alle in ¢
differenzierbar. Beweisen Sie: Dann ist auch f;--- f, : I — R in £ differenzierbar und es
gilt

(frfor-- fa)'(€) = (fifa - fa) (&) + (frfafs - fu)(€) 4+ 4 (fr- - faer f2)(E)

92) Bestimmen Sie die ersten drei Ableitungen der folgenden Funktionen f:
a) f(z) = “””2%_3“ (mit z # —2) b) f(x) =e**™3  ¢) f(x) = xrlogx (mit z > 0)
93) Differenzieren Sie die Funktion f(z) = 2® (mit > 0).

94) Beweisen Sie, ausgehend von der Gleichung Y- (})2z* = (1+x)", mittels Differenzieren
die folgenden Identitéiten fiir n € N\ {0,1}:  *=°

Y Z’“(Z) =n2"" b) i<—1>k‘1k(}z> =0 <) k;kuﬂ— 1)(};‘) — n(n—1)2"~

k=1 k=1
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95) Finden Sie einen geschlossenen Ausdruck fiir die folgenden Funktionen (wobei gelten
soll, dass n € N\ {0} und z € R\ {1}):

a) f(r) =1+2z+32% +42% + -+ na" L.
b) f(z) = o + 2222 + 3223 + 422* + ... + n22™.

96) Es sei 0 < a < 1. Beweisen Sie mit Hilfe des Satzes von Rolle, dass die Polynomfunk-
tion p(r) = ax® — 3ax +b (mit b € R beliebig) im Intervall [—a, a] hochstens eine Nullstelle
besitzt.

97) Es seien aq,...,a, € R. Wo nimmt die Funktion f: R — R, f(x) =

Miniumum an?

(z — a;)? ein
1

n

J

98) Welche Bedingung miissen a, b, ¢ € R erfiillen, damit f : R — R, f(z) = ax?® + bz + ¢
ein lokales Maximum besitzt?

99) Welche Bedingung muss b € R erfiillen, damit f : R — R, f(z) = 2% + bz? + 3z +5
kein lokales Extremum besitzt?

100) Finden Sie die lokalen Minima und Maxima der Funktion
[T =R, f(z) =72 + 23 + =1,

101) Bestimmen Sie das Rechteck mit maximalem Flacheninhalt, das dem Einheitskreis
eingeschrieben werden kann.

102) Bestimmen Sie das achsenparallele Rechteck mit maximalem Umfang, das der Ellipse

$2

2
%3 + 4= = 1 eingeschrieben werden kann.

Die folgenden Beispiele beschéftigen sich mit den Hyperbelfunktionen, die fiir alle x € R
folgendermaflen definiert werden:

e’ —e " T4 e ®
inhxz = hx =
sinh x 5 cosh x 5
tanh sinh th (fiir x # 0)
anhx = cothx = iur o
cosh x tanh

103) a) Skizzieren Sie die Graphen dieser Funktionen.
b) Beweisen Sie cosh® z —sinh? z = 1 (Diese Relation erklért die Namen. Welcher Teil der
Hyperbel 22 — y? = 1 wird durch ¢ + (cosht,sinht) parametrisiert?)
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104) Beweisen Sie:
a) j—x sinh z = cosh x, was ist j—m coshx 7 Was ist jm—" sinh z, was jx_" coshz 7

b) j—m tanhz = =1 — tanh? 2, was ist j—r cothz?

1
cosh?
105) a) Beweisen Sie: cosh(x + y) = cosh x coshy + sinh x sinh y
b) Finden Sie eine analoge Formel fiir sinh(x + y)

106) Beweisen Sie:
a) cosh(2z) = cosh® z + sinh? z und sinh(2z) = 2sinh z cosh z,
b) (coshx + sinh )™ = cosh(nz) + sinh(nz) fir alle n € Z.

107) Beweisen Sie

T coshx + 1 T coshz —1
2o ="""'" inh? = = —~ ~
a) cos 5 5 b) sin 5 5

108) Beweisen Sie
tanh x + tanh y

tanh =
anh(z + ) 1 + tanh z tanh y

109) Definieren Sie die Umkehrfunktionen zu sinh, cosh und tanh, genannt Arsinh (lies:
Area sinus hyperbolicus), Arcosh und Artanh auf R, [1,4+00) und (—1,1), skizieren Sie
ihre Graphen und berechnen Sie ihre Ableitungen.

110) Beweisen Sie:

a) Arsinhz = log(z + V22 + 1) fiir x € R,
b) Arcoshz =log(z + V2?2 — 1) firx > 1,
c¢) Artanhz = log 2 fiir z € (-1, 1).

11—z

111) Uberpriifen Sie durch Differenzieren auf den drei Intervallen (—oo, —1), (—1,1) und
(1,+00), dass
/ dx _ llog‘l—km .
1—22 2 1—x

Auf welcher Menge ist die Gleichung [ % = Artanh x giiltig?

112) Finden Sie die folgenden Stammfunktionen:

a) /x\/m—ﬂdx b)/ s ) /vm(x—wdx

r+4
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113) Berechnen Sie die folgenden Integrale:

1 —1)°dx 2562 Vi —1)2dx
a)A:ﬂ% 17 d b)A( +1)%/ @ = 1)2d

114) Verwenden Sie partielle Integration, um Rekursionsformeln zur Berechnung der fol-
genden beiden Stammfunktionen herzuleiten:

a) [a"sinhzdx b) [z"coshz dx

115) Finden Sie die folgenden Stammfunktionen:
dz r+1
a V2zx + 3dx b /— c /—d:c
) / ) Vidr —1 ) Vaz +2x+2

116) Finden Sie die folgenden Stammfunktionen:

a) /% b) /ml/?’(a:2/3+1)1/3d90 c) /%ﬁdm

117) Berechnen Sie die folgenden Integrale:

) /ﬂ% b) /(_d 0 /ﬁd

L @1 2~ 2%)3

118) Finden Sie die folgenden Stammfunktionen mit Hilfe der Substitution x = sinh ¢:

@y/¢ﬁ??m: b)/;%%ﬁg

119) Zeigen Sie die folgenden Formeln:
a) [ f'(z)ef® dx = e/ @),
n n+1 .
b) [ f'(x)(f(2))" do = 25 (f(2))"" mit neN

c) [ J}I((f)) dx =log|f(x)| wobei f(z) # 0.

120) Beweisen Sie die folgende Formel und finden Sie eine analoge Formel fiir cos z + cos y:

x—;—ycosx;y fir alle x,y € R

sinz +siny = 2sin
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121) Beweisen Sie: Fiir alle z € R gilt
a) sin®z = (1 — cos(2z)) b) cos? z = 5 (1 + cos(2x))

122) Beweisen Sie: Fiir alle z € R gilt

a) cos(3x) = 4cos® x — 3cosx b) sin(3x) = —4sin® z 4 3sinz

123) a) Zeigen Sie mit Hilfe des vorletzten Beispiels sin(w/4) = cos(m/4) = v/2/2.

b) Zeigen Sie mit Hilfe des vorangegangenen Beispiels cos(w/6) = v/3/2 und folgern Sie
daraus sin(7/6) = 1/2.

c) Zeigen Sie mit Hilfe von Teil b), dass cos(7/3) = 1/2 und sin(7/3) = v/3/2.

124) Beweisen Sie:

t t
tan(z +y) = ST+ tany

1 —tanxztany

Leiten Sie Formeln fiir tan(z — y), tan(2x) und cot(z + y) ab.

125) Beweisen Sie: a) Fiir —1 < z <1 gilt arcsinx + arccosx = 7/2.
b) Fiir alle x € R gilt arctan x 4 arccot z = 7 /2.

126) Suchen Sie den Fehler in der folgenden Argumentation: Da

d 1

2 . .

— uincons = sin(2e) = L (~Lcos2)
x sin z cos ¢ = sin(2x) 73 cos(2x)

—— sin

dz
sind sowohl z + sin®z als auch z — —3 cos(2z) Stammfunktion von z — sin(2z), also
muss sin® z = —1 cos(2z) gelten.

127) Finden Sie Rekursionsformeln fiir die folgenden Stammfunktionen (wobein € N\{0}):

a) [cos™ xdx b) [ 2" coszdx

128) Finden Sie die folgenden Stammfunktionen:

a) [arcsinzdx b) [arctanz dz

129) Finden Sie die folgenden Stammfunktionen:

a) /Sin(a:v) cos(ax)dx (fir a # 0) b) /sin(aw) cos(Bx)dr (fir |af # |B])

130) Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte mit Hilfe der Regel von de I’'Hospital:

. _ . 1 1— . 2z _ _x . x —x _
a) lim =995z b) lim eli=2) c) lim “—° d) lim &Fe—=2
T 0 x T 0 sinx T 0 an x T 0 —COS T




