Ubungen zu Algebra fiir LAK, SS 2013
Christoph Baza

1) Entscheiden Sie, welche der Gruppenaxiome von (G, o) erfiillt werden:

a)G=Z,aob=a+b+ab b)G=Z,aocb=a—-b ¢)G=R,aob=a*—-1b?

2) Essei G={f:R—R| f(x) = ax + b fiir gewisse a,b € R wobei a # 0}. Bildet G mit

o (d.h. der Komposition von Funktionen) eine Gruppe? Wenn ja, ist diese abelsch?

3) Beweisen Sie, dass die folgenden Mengen mit der Matrizenmultiplikation Gruppen sind
(wobei K einen Korper bezeichnet):

a) GL,(K) ={A € M, (K) | A ist invertierbar} = {A € M,,(K) | det A # 0},

b) SL,(K) ={A € M,(K) | det A = 1},

c) O(n) ={A € GL,(R) | A=1 = A'},

d) U(n) = {4 € GL,(C) | A=t = A'}.

4) a) Beweisen Sie, dass {z4+yv/2 | 2,y € Q, (x,y) # (0,0)} mit der iiblichen Multiplikation
reeller Zahlen eine abelsche Gruppe bildet.

1(2)

mit der Matrizenmultiplikation eine abelsche Gruppe bildet.

{( c.osa sina) ‘Oé c R}
—sina cos «

mit der Matrizenmultiplikation eine abelsche Gruppe bildet.

b) Beweisen Sie, dass

a,bER,a2+b27éO}

c) Beweisen Sie, dass

5) Es sei X # @ eine Menge und Sx = {f : X — X | f ist bijektiv}. Ist X = {1,... ,n},
so schreibt man S, statt Sg; . ny-

a) Zeigen Sie, dass (Sx, o) eine Gruppe ist (o ist die Verkniipfung von Abbildungen).
b) Zeigen Sie |S,| = nl.
c¢) Fiir welche n ist S, abelsch? Begriinden Sie Thre Behauptung.

6) Es sei G eine Gruppe. Beweisen Sie:

a) Erfillt a € G die Beziehung a - a = a, so ist a = e.

b) Fiir a,b € G existieren eindeutig bestimmte x,y € G, derart dass az = b und ya = b
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7) Es sei G eine Gruppe. Beweisen Sie: Gilt a? = e fiir alle a € G, so ist abelsch. Gilt
auch die Umkehrung?

8) Es sei G eine Gruppe. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

a) G ist genau dann abelsch, wenn (ab)? = a2b? fiir alle a,b € G gilt.
b) G ist genau dann abelsch, wenn (ab)~! = a=1b~! fiir alle a,b € G gilt.

9) Gegeben sei das Quadrat mit den Eckpunkten (1,1),(1,—1),(—1,1) und (—1,—1) (im
R?). Betrachten Sie die Menge D} = {I, R, R? R3,Sy,S1, 52,53} von Bijektionen des
Quadrats. Dabei bezeichne I die Identitdt, R die Drehung um 90° im Uhrzeigersinn um
den Ursprung, Sy die Spiegelung an der Gerade y = x, S; die Spiegelung an der y-Achse,
So die Spiegelung an der Gerade y = —x und S5 die Spiegelung an der z-Achse.

a) Schreiben Sie eine Multiplikationstafel von Dj.

b) Beweisen Sie, dass D}, versehen mit der Verkniipfung von Abbildungen, eine nicht-

abelsche Gruppe bildet (die Symmetriegruppe des Quadrats).

10) Es bezeichne, analog zu Beispiel 8, D3 die Symmetriegruppe eines gleichseitigen Drei-
ecks. Finden Sie die Elemente von D3 und beweisen Sie analoge Eigenschaften wie im

vorangegangene Beispiel. Kennen Sie eine Gruppe, deren Strukur der von D3 gleicht?

11) Es seien G und H Gruppen. Beweisen Sie:

a) G x H bildet mit der Verkniipfung (a1, as) - (b1, b2) = (a1b1, azb2) eine Gruppe.
b) Die Gruppe G x H ist genau dann abelsch, wenn G und H beide abelsch sind.

12) Es sei G eine Gruppe und H; und Hy Untergruppen von G. Beweisen Sie, dass H; N Ho
ebenfalls Untergruppe von G ist.

13) a) Es sei p eine Primzahl. Beweisen Sie, dass {a/p™ | a,n € Z,n > 0} eine Untergruppe
von (Q, +) ist.

b) Es sei p eine Primzahl. Beweisen Sie, dass {a/b | a,b € Z,p 1 b} eine Untergruppe von
(Q, +) ist.

c) Beweisen Sie, dass {z € C||z| = 1} eine Untergruppe von (C\ {0}, -) ist.

d) Beweisen Sie, dass GLy(Z) := {A € My(Z) | det A € {1,—1}} eine Untergruppe von
GL2(C) (mit der Matrizenmultiplikation) ist.

14) Schreiben Sie eine Multiplikationstafel der Kleinschen Vierergruppe Vy = Zo X Zo und

finden Sie alle Untergruppen von Vj.
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Definition. Ist G eine Gruppe, so bezeichnet man

Z(G) ={a € G| ax = za fir alle z € G}
als das Zentrum von G.
15) Es sei G eine Gruppe.

a) Beweisen Sie, dass Z(G) eine Untergruppe von G ist.
b) Welche Gestalt hat Z(G) wenn G abelsch ist?

16) Bestimmen Sie a) Z(S3) und b) Z(GL2(R)).
17) Beweisen Sie, dass Z3, von den Restklassen von 5 und -1 erzeugt wird.

18) Beweisen Sie, dass die Gruppe D} (aus Beispiel 9) von R und Sy erzeugt wird.
Hinweis. Zeigen Sie D} = {RIS{ | i € {0,1},j € {0,1,2,3}}.

19) Bestimmen Sie die Ordnung aller Elemente der Gruppen a) Zi2 b) Zj, c¢) Ss.

20) Es sei G eine Gruppe und a,b € G. Beweisen Sie
a) ord(a™!) = ord(a), b) ord(ab) = ord(ba), c) ord(bab—!) = ord(a).

21) Es sei G eine abelsche Gruppe. Beweisen Sie, dass H := {a € G | ord(a) ist endlich}
eine Untergruppe von G ist. Wie sieht die Untergruppe H aus, wenn G = {z eC } |z| = 1}
mit der Multiplikation komplexer Zahlen ist?

22) Betrachten Sie die Gruppe GL2(Q) mit der Matrizenmultiplikation und
0-1 0 1
a=(970) wa B=(_7}).
Beweisen Sie, dass ord(A) = 4 und ord(B) = 3 gilt, aber AB unendliche Ordnung besitzt.

23) a) Es sei G die Gruppe (Zs, +). Bestimmen Sie die Zerlegung von G in Nebenklassen
beziiglich der Untergruppe H = {0,4}.

b) Es sei G die Gruppe {1,7, —1, —i} mit der Multiplikation komplexer Zahlen. Bestimmen
Sie die Zerlegung von G in Nebenklassen beziiglich der Untergruppe H = {1, —1}.

24) Die Abbildungen o,7 € S3 seien gegeben durch o(1) = 2, ¢(2) = 3 und ¢(3) = 1
bzw. 7(1) = 2, 7(2) = 1 und 7(3) = 3. Betrachten Sie die Untergruppen H = {e, 7}
und K = {e,0,0%} der Gruppe S3 (wobei e das neutrale Element von S3 bezeichnen soll).

Bestimmen Sie die Zerlegung von Ss in Links- bzw. Rechtsnebenklassen nach H und K.



CHRISTOPH BAXA, ALGEBRA FUR LAK, SS 2013

25) Es sei K ein Kérper und A € GL,(K). Beweisen Sie, dass sowohl die Links- als
auch die Rechtsnebenklasse beziiglich der Untergruppe SL, (K), in der A liegt, die Menge
{B € GL,,(K) | det B = det A} ist.

26) a) Welche der Untergruppen aus den Beispielen 23, 24 und 25 sind Normalteiler?

Begriinden Sie Thre Behauptung mit Hilfe der Resultate aus diesen Beispielen.

b) Beweisen Sie, dass das Zentrum Z(G) einer Gruppe G Normalteiler von G ist.
27) Beweisen Sie, dass {I, R, R?, R*} Normalteiler der Gruppe D} (aus Beispiel 9) ist.

28) Beweisen Sie, dass die folgenden Abbildungen ¢ : G — H Homomorphismen sind.
Bestimmen Sie ker ¢ und Im ¢ und ob ¢ Monomorphismus, Epimorphismus bzw. Iso-
morphismus ist:
a) Die Gruppen G und H seien ((0,+00),-) und (R,+) und ¢(z) = logz.
b) Die Gruppen G und H seien (M, (K),+) und (K, +) und ¢(A4) = Spur(A)

(wobei K einen Korper bezeichnet).

¢) Die Gruppen G und H seien (C\ {0},-) und (GL2(R),-) und ¢(a + bi) = (_Z 2)

29) Beweisen Sie, dass die folgenden Abbildungen ¢ : G — H Homomorphismen sind.
Bestimmen Sie ker ¢ und Im ¢ und ob ¢ Monomorphismus, Epimorphismus bzw. Iso-
morphismus ist:
a) Die Gruppen G und H seien (Z,+) und (GL2(R), ) und ¢(n) = <(1) ’f)
b) Die Gruppen G und H seien (R, +) und
(o) aer)
mit der Matrizenmultiplikation und
plo) = (ot
¢) Die Gruppen G und H seien (Z x Z,+) und (R, +) und ¢(m,n) = m + ny/2.

30) Es sei G eine Gruppe. Beweisen Sie:

a) ¢ : G — G, x— 7! ist genau dann ein Endomorphismus wenn G abelsch ist,

b) ¢ : G — G, x + 2? ist genau dann ein Endomorphismus wenn G abelsch ist.

31) Es seien G und H Gruppen und ¢ : G — H ein Homomorphismus. Beweisen Sie:
a) Ist U eine Untergruppe von G, so ist ¢(U) eine Untergruppe von H.
b) Ist U eine Untergruppe von H, so ist ¢~ 1(U) eine Untergruppe von G.
¢) Ist U Normalteiler von H, so ist ¢~1(U) Normalteiler von G.
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32) Es sei G eine Gruppe und H Untergruppe von G. Beweisen Sie fiir alle a € G, dass
aHa ' = {aha™! | h € H} eine Untergruppe von G ist und dass H = aHa '

33) Welche der Gruppen (5470)7 (DLO); (A4>O)7 (Z4,+)7 (ZQ X Z27+)7 (Z>1k2ﬂ) und
({1, i,—1,—i}, ) sind zueinander isomorph? Geben Sie fiir zueinander isomorphe Gruppen
einen Isomorphismus an bzw. begriinden Sie, warum Gruppen nicht zueinander isomorph

sind.
34) Zeigen Sie, dass (Z35, ) eine zyklische Gruppe ist. Hinweis. Zeigen Sie Z}; = (2).

35) Schreiben Sie die folgenden Permutationen aus Sy als Produkt elementfremder Zyklen

und bestimmen Sie ihr Signum.

) <1 2 3 45 6 7 8 9) b) (1 2 3 45 6 7 8 9)
a
2 4 3 518 9 6 7 6 5 4 8 9 2 7 31

¢) (456)0(567) 0 (671)0(123)0(234)0(345)
d) (14762)0(243) 0 (4581)

36) Es sei (i1...1,) € S, ein Zyklus und o € S,, beliebig. Beweisen Sie, dass
col(iy...ip)o0 ' = (o(ir)...o(ir)).

37) Zeigen Sie, dass S, = ((12),(12...n)) fiir alle n > 3. Hinweis. Verwenden Sie das

vorangegangene Beispiel und Korollar 29.

38) Es sei R ein Ring, a,b,c € R und n € Z. Beweisen Sie:
a)a-0=0 b) a(—b) = —(ab) ¢) (a—b)c=ac—be d) a(nb) = n(ad)

39) Es sei R ein Ring, a,b € R mit der Eigenschaft ab = ba und n € Z, n > 1. Beweisen

Sie den binomischen Lehrsatz

(a+b)" = (Z)a” + <T)a"—1b+ et <nil>abn‘1 + (Z)b".

40) Es sei R ein Ring und ay,...,an,b1,...,b, € R. Beweisen Sie die Abelsche Um-

formung
n—1

Zaibi = Z(CLZ — CLZ'_|_1) ij + an, Zb]
=1 7j=1 7j=1

=1
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41) Es sei d € Z \ {0,1} quadratfrei (d.h. es gibt keine Primzahl p mit der Eigenschaft
p? | d). Beweisen Sie, dass Z[/d] ein kommutativer Ring mit 1 ist.

42) a) Beweisen Sie Z[i]* = {1, —1,14, —i}.
b) Zeigen Sie, dass +(1 +v/2)" € Z[/2]* fiir alle n € Z.

43) Es seien R und S zwei Ringe. Beweisen Sie:
a) Versieht man R x S mit den Verkniipfungen
(r1,81) + (re,s2) == (r1 + 12,81 + s2) und (r1, s1) - (re, s2) = (r1 - 72, 51 - 52),
so ist (R x S, 4+, ) ein Ring.
b) Sind R und S Ringe mit 1, so ist auch R x S ein Ring mit 1.

c¢) Sind R und S kommutativ, so ist auch R x S kommutativ.
d) Sind R und S Ringe mit 1, so gilt (R x S)* = R* x S*.

44) Es sei H := {(? :’;)

z

zZ,w € (C}. Beweisen Sie:

a) Mit der iiblichen Addition und Multiplikation von Matrizen ist H ein Ring mit 1.
b) Alle z € H \ {0} sind invertierbar (wobei 0 die Nullmatrix bezeichnet).
c¢) Der Ring (H, +, -) ist nicht kommutativ.

45) a) Es sei p eine Primzahl. Beweisen Sie, dass {a/p"™ | a,n € Z,n > 0} ein Unterring
von (Q, +, ) ist. Ist es auch ein Ideal?

b) Es sei p eine Primzahl. Beweisen Sie, dass {a/b | a,b € Z,p t b} ein Unterring von
(Q, +, ) ist. Ist es auch ein Ideal?

46) Ist {(CCL 8) ‘a, ce R} ein Ideal von M>(R)?

47) Es sei R ein Ring und I und J Ideale von R. Beweisen Sie, dass IN.J ebenfalls ein Ideal
von R ist. Was erhélt man im Spezialfall R = Z, I = mZ und J = nZ (mit m,n € Z)?

48) Es sei R ein Ring und I und J Ideale von R. Beweisen Sie, dass
I-J={xyy1+ - 4+zoyn | n>0,21,... ;2 € LLy1,... ,yp € J}

ebenfalls ein Ideal von R ist. Was erhélt man im Spezialfall R = Z, [ = mZ und J = nZ

(mit m,n € Z)?

49) Es sei R ein kommutativer Ring und a4, ... ,a, € R. Beweisen Sie:

a) aiR+ -+ a,R={a1x1+ -+ anxp | x1,... ,2, € R} ist ein Ideal von R.
b) Ist R ein kommutativer Ring mit 1, dann gilt a4,... ,a, € a1 R+ -+ + a, R.



