16. Ein wenig iiber die Struktur von Gruppen

Satz 121: Es sei p eine Primzahl und G eine Gruppe der Ordnung |G| = p. Dann ist G
zyklisch und daher G = Z,,.

Beweis: Ist a € G\ {e}, so gilt ord(a) | |G|, d.-h. ord(a) | p und daher ord(a) € {1,p}.
Da ord(a) = 1 nicht méglich ist, gilt ord(a) = p. Daher ist G = {e,a,a?,... ,a?"} = (a)
zyklisch und G = Z,, wegen Satz 36 (ii).

Bemerkung: Satz 121 wurde bereits in Ubungsbeispiel 46 bewiesen und wird hier der

Vollstandigkeit halber noch einmal gebracht.
Lemma 122: Ist G eine Gruppe und G/Z(G) zyklisch, so ist G abelsch.

Beweis: Da G/Z(G) zyklisch ist, gibt es ein a € G, sodass

G/Z(G) = (aZ(G)) = {a*Z(G) | k € Z}.
Sind nun z,y € G, so gibt es k, £ € Z, derart dass *Z(G) = a*Z(G) und yZ(G) = a* Z(G).
Also gibt es u,v € Z(G), sodass = a*u und y = a’v. Daraus folgt

Y = akuaev = (IkG,EU’U = akHvu = aeakvu = agvaku = yx.

Satz 123: Es sei p eine Primzahl und G eine Gruppe der Ordnung |G| = p?. Dann ist G
abelsch und daher G = Z,: oder G = Z,, X Zy.

Beweis: Aus Z(G) < G folgt |Z(G)|| |G| bzw. | Z(G)| |p*. Daher muss |Z(G)| € {1,p,p*}
gelten. Aus Korollar 114 folgt p | |Z(G)| und daher |Z(G)| € {p,p*}. Wire |Z(G)| = p, so
wiirde

Gl p*

G/ = ZE =5

gelten. Dann wére nach Satz 121 G/Z(G) = Z, zyklisch und G daher wegen Lemma 122
abelsch. Dann wiirde aber Z(G) = G und |Z(G)| = p? gelten, ein Widerspruch. Also muss
|Z(G)| = p? sein. Daraus folgt Z(G) = G und G ist somit abelsch. Wegen Satz 103 muss
G = Z,2 oder G = Z,, X Z,, gelten.

Satz 124: Es seien p und ¢ zwei Primzahlen mit den Eigenschaften p < ¢ und p1 (¢ —1).
Ist G eine Gruppe der Ordnung |G| = pg, so ist G zyklisch und daher G = Z,,.

Beweis: Es seien P und @) eine p-Sylowgruppe und eine ¢-Sylowgruppe von G. Dann gilt
PNnQ ={e}. (Ista € PNQ, soIm,n € {0,1} : ord(a) = p™ = ¢". Daraus folgt m =n =0
und daher a = e.) Bezeichnen s, und s, die Anzahl der p- bzw. ¢-Sylowgruppen von G, so
gelten nach Satz 120 s, | ¢, sp =1 (mod p), s, | pund s, =1 (mod ¢). Nach der dritten

Bedingung muss s, € {1,p} gelten. Ware s, = p, so wiirde wegen der vierten Bedingung
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q | (p — 1) gelten, was wegen p < ¢ unmoglich ist. Also ist s, = 1 und @ < G wegen
Korollar 119 (ii). Ebenso folgt aus der ersten Bedingung s, € {1,¢q}. Wire s, = ¢, so
wiirde aus der zweiten Bedingung p | (¢ — 1) folgen, was der Voraussetzung widerspricht.
Also ist auch s, = 1 und P < G. Aus Satz 29 (iii) folgt PQ < G. Nun gilt aber |PQ| = |G|
und daher G = PQ. (Esist PQ = {zxy | z € P,y € Q}. Ist z1y1 = x2y» fiir 1,29 € P
und 1,12 € Q, so folgt x5, w1 = yoy; ' € PNQ = {e}. Also ist 25 'z = yoy; ' = e und
daher z; = 2 und y; = yo.) Daher ist G inneres direktes Produkt von P und @ (nach
Korollar 98). Aus |P| = p und |Q| = ¢ folgt wegen Satz 121 P = Z, und Q = Z,. Mit
Hilfe von Korollar 99 und Satz 101 erhélt man
G=PXQ=EZLy X Ly = L.
Bemerkung: Aus Satz 124 folgt, dass eine endliche Gruppe G zyklisch ist, wenn
|G| € {15, 33, 35,51,65,69,77,85,87,91,95, ... }.

Satz 125: Es sei p # 2 eine Primzahl und G eine Gruppe der Ordnung |G| = 2p. Dann

ist G’ entweder isomorph zur zyklischen Gruppe Zs, oder zur Diedergruppe D,,.

Beweis: Nach Satz 111 gibt es a,b € G, derart dass ord(a) = p und ord(b) = 2. Wegen

a6l
Gl =@ = 5

2
ist (a) < G.
Wir behaupten nun (a)N(b) = {e}. Ist z € (a)N(b), soist x = a* fiirein k € {0,1,... ,p—1}
und z € (b) = {e,b}. Aus der zweiten Bedingung folgt aber x? € {e2,b?} = {e}. Also ist
22 = e und daher a?* = (a¥)? = 22 = e. Wegen Satz 15 (iii) gilt p | (2k) und daher p | k.
Das ist aber nur fiir £ = 0 moglich und somit z = e.
Wir zeigen nun G = (a) - (b) = {a"b*|0 < k < p—1,¢ € {0,1}}. Wegen Satz 29 (iii)
ist (a) - (b) < G. Um Gleichheit zu zeigen, reicht es zu iiberpriifen, dass die in (a) - (b)
enthaltenen Elemente paarweise verschieden sind. Es seien also k1, ke € {0,1,... ,p — 1},
l1,05 € {0,1} und a*1b" = a*2b2. Dann ist a1 =2 = p*2=4 ¢ (a) N (b) = {e}. Dabei
gelten —p < k1 — ko < p, o — {1 € {—1,0,1} und wegen Satz 15 (iii) p | (k1 — k2) und
2| (¢a — ¢1). Das ist nur fir ky — kg = o — ¢ = 0 moglich. Also ist k1 = ko und ¢1 = {.
Wir zeigen als nichstes bab € {a,a™'}. Da (a) < G ist bab = bab™' € (a) und folglich gibt
esein k€ {0,1,... ,p— 1} mit der Eigenschaft bab = a*. Daher ist
a = b%ab® = b(bab)b = ba*b = (bab)* = (a*)* = a¥
und a*" 1 = e. Aus Satz 15 (iii) folgt p | (k2 —1). Das besagt aber gerade p | (k—1)(k+1),
woraus p | (k — 1) oder p | (k+ 1) folgt. Das kann man umformulieren zu k£ = 1 (mod p)
oder k= —1 (mod p). Mittels Satz 15 (iv) erhilt man bab = a oder bab = a~!.
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Ist bab = a, so folgt ab = ba und G ist abelsch, da

akl bZ1 ak2 b£2 — ak1+k2 b£1+€2 — ak2+/€1 b€2+£1 — ak2b£2al€1 bél

fir ky1,ko € {0,1,... ,p—1} und ¢1,¢5 € {0,1}. In diesem Fall ist auch (b) < G und G ist
nach allem bisher gezeigten inneres direktes Produkt von (a) und (b) (nach Korollar 98).
Also ist

G = (a) x (b) = Z,, X Lo = Loy,.
Ist bab = a™ 1, so folgt ba = a='b und G = D, da G genau die in Satz 47 beschriebenen
Relationen erfiillt, d.h.
G = (a,b) = {(a) - (b), ord(a) = p, ord(h) = 2 und ba = a~1b = aP~1b
und daher die selbe Struktur wie D, hat.

Bemerkung: Aus Satz 125 folgt, dass eine nichtabelsche Gruppe G der Ordnung |G| = 6
zu D3 isomorph ist. Insbesondere gelten S3 = D3 und GL2(Z3) = D3, da

GLa(z2) ={(51)- (Vo) (1) (11) - (39)- (30) }

Lemma 126: Ist p eine Primzahl und G eine abelsche Gruppe der Ordnung |G| = p3, so

ist G' zu einer der Gruppen Z,s, Z, X Z,> und Z, X Z, x Z, isomorph.
Beweis: Folgt sofort aus Satz 103.

Satz 127: Ist G eine nichtabelsche Gruppe der Ordnung |G| = 8, so ist G = Dy oder
G = Qg (wobei Qg die Quaternionengruppe aus Ubungsbeispiel 25 bezeichnet).

Beweis: Fiir a € G ist ord(a) € {1,2,4,8}. Dabei gilt ord(a) = 1 nur fiir a = e und
ord(a) = 8 ist unméglich, da G dann zyklisch und daher abelsch wére. Das zeigt, dass
ord(a) € {2,4} Va € G\ {e}. Wegen Ubungsbeispiel 12 ist ord(a) = 2 Va € G \ {e}
unmoglich, da sonst G abelsch wire. Also Ja € G : ord(a) = 4 und {(a) = {e,a,a?,a®} < G,
da [G: (a)] =|G|/|(a)] =8/4=2.Ist b€ G\ (a), so ist

G = (a) Ubla) = {e,a,a? a®*} U {b,ba,ba® ba®} (x)
die Partition von G in Linksnebenklassen.

Wir behaupten bab™! = a®> = a71. Da (a) < G, ist bab™! € (a) = {e,a,a? a®}. Wire
bab~! = e, so wire a = e, Widerspruch. Wire bab~! = a, so wire ab = ba und wegen
(%) wiirde leicht folgen, dass G abelsch ist, Widerspruch. Wire bab™! = a2, so wiire
ba?b~t = (bab‘l)2 = (a?)? = a* = e und daher a? = e, Widerspruch. Also ist bab~! = a3.
Wir zeigen als niichstes b? € {e,a?}. Da |G/(a)| = 2, ist G/{a) = Zy. Daraus ergibt sich
b*(a) = (b(a))2 = (a), woraus b € (a) = {e,a,a?,a} folgt. Wire b € {a,a®} (oder kurz
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b2 = a*1), so wire ord(b) € {1,2,4,8} aber unmdglich. Zunichst ist ord(b) # 1, da b # e.
Auch ist ord(b) # 2, da b = a*! # e. Weiters ist ord(b) # 4, da
b4 = (b2)2 — (a:tl)2 — qgT2 = 42 7& e.
SchlieBlich ist ord(b) # 8, da G dann zyklisch und daher abelsch wire.

Ist b = e, so folgt G = Dy, da G genau die in Satz 47 beschriebenen Relationen erfiillt,
d.h.

G = (a,b), ord(a) = 4, ord(b) = 2 und ba = a~1b = a3b
und daher die selbe Struktur wie D, hat.

Ist b2 = a2, so folgt G = Qs, da G genau die in Ubungsbeispiel 25 beschriebenen Relationen
erfiillt, d.h.

G = {(a,b), ord(a) = ord(b) = 4, a* = b und ba = a3b
und daher die selbe Struktur wie Qg hat.

Bemerkung: Mit Hilfe der bisherigen Resultate kann man alle Gruppen G mit Ordnung
|G| < 15 Klassifizieren (mit Ausnahme einer Liicke fiir Gruppen der Ordnung 12):

Ordnung abelsch nichtabelsch Begriindung
2 Lo Satz 121
3 Zs Satz 121
4 Ly, Lo X Lo Satz 123
5 Zs Satz 121
6 ZLg Ds Satz 125
7 /e Satz 121
8 Lg, Ly X Lo, Lo X Lo X Lo Dy, Qg Lemma 126, Satz 127
9 Ly, L3 X L3 Satz 123

10 Zno D5 Satz 125
11 VAR Satz 121
12 Lo, L X Lo Dg, Ay, T

13 VAR Satz 121
14 Z4 Dy Satz 125
15 Zs Satz 124
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Dass jede abelsche Gruppe der Ordnung 12 entweder zu Z,5 oder zu Zg X Zs isomorph ist,
folgt sofort aus Satz 103. Sowohl Dg als auch A, sind nichtabelsche Gruppen der Ordnung
12, die nicht zu einander isomorph sind (z.B. weil D¢ ein Element der Ordnung 6 enthélt,
Ay aber nicht). Nicht angegeben habe wir aus Zeitgriinden eine Konstruktion der Gruppe
T und einen Beweis, dass jede nichtabelsche Gruppe der Ordnung 12 zu einer der Gruppen
Dg, A4 und T isomorph ist. Es existieren genau 14 paarweise nicht zueinander isomorphe

Gruppen der Ordnung 16.
Lemma 128: Die alternierende Gruppe As ist einfach.

Beweis: Die Gruppe As; enthélt folgende Elemente:

20 verschiedene 3-Zyklen (a b ¢), d.h. Elemente der Ordnung 3, die in 10 verschiedenen
3-Sylowgruppen der Gestalt {¢, 0,02} bzw. {¢,(a b ¢), (a ¢ b)} enthalten sind.

24 verschiedene 5-Zyklen (a b ¢ d e), d.h. Elemente der Ordnung 5, die in 6 verschiedenen
5-Sylowgruppen der Gestalt {¢, 0,02, 03,01} bzw.
{e,(abcde),(acebd),(adbec),(aedcb)}

enthalten sind.

15 verschiedene Produkte zweier elementfremder Transpositionen (a b)(c d) der Ordnung
2, die in 5 verschiedenen 2-Sylowgruppen der Gestalt {e, (a b)(c d), (a ¢)(b d),(a d)(b c)}

enthalten sind
Schliefilich enthalt As noch das neutrale Element ¢.
Es sei nun N < A5, N # {e}. Wegen |A5| = 60 = 2235 gilt [N||2%-3-5.
1. Fall: 3||N|. Wegen Satz 111 30 € N : ord(c) = 3, d.h. N enthélt einen 3-Zyklus o.
Daher enthiilt N auch die 3-Sylowgruppe P = {¢,0,02}. Wegen
ToPor ! <7oNor ! =NVreA;

und Korollar 119 (i) enthalt N alle 3-Sylowgruppen und damit alle 3-Zyklen. Da As nach
Satz 46 (iii) von den 3-Zyklen erzeugt wird, gilt N = As.
2. Fall: 5||N|. Wegen Satz 111 30 € N : ord(s) = 5, d.h. N enthilt einen 5-Zyklus o.
Daher enthiilt N auch die 5-Sylowgruppe P = {¢,0,02,0%,0%}. Wegen

ToPor ' <7oNor '=NVred;
und Korollar 119 (i) enthalt N alle 5-Sylowgruppen und damit alle 5-Zyklen. Wegen

(abc)y=(acdbe)o(adcebd)

enthalt NV dann auch alle 3-Zyklen und N = As.

3. Fall: |[N| = 4. Dann wére N eine 2-Sylowgruppe. Da es 5 verschiedene 2-Sylowgruppen
gibt, kann N wegen Korollar 119 (ii) aber kein Normalteiler sein, Widerspruch.
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4. Fall: |[N| =2: Dann hitte N die Gestalt N = {¢g, (a b)(c d)}. Wegen
(abe)o(ab)(cd)o(abe)™t=(abe)o(ab)(cd)o(aeb)=(be)lcd) ¢ N
(fiir {a,b,c,d,e} ={1,2,3,4,5}) wire N dann aber kein Normalteiler, Widerspruch.
Satz 129: Die alternierende Gruppe A,, ist einfach fiir n > 5.
Beweis: Wir verwenden Induktion nach n. Der Fall n = 5 wurde in Lemma 128 bewiesen.
Esseinunn > 5. Firl <i<nseilU; = {0 € A, | 0(i) = i}. Dann ist U; < A,, und
U; 2 A,,—1. Daher ist U; nach IV einfach fir 1 <i <n. Fur 4,7,k € {1,... ,n} paarweise
verschieden gilt
(ijk)oUio(ijk)t=(ijk)oUo(kj) =Uj.
Ist ndmlich o € U, so ist o(i) = ¢ und daher ((i j k)ooo (i k j))(j) = j. Das besagt, dass
(tjk)ooo(ikj)eU; und somit (i j k)oU;o (i k j) C U;. Aus Symmetriegriinden gilt
(jik)oUjo(jik)™' CU,; und daher
Ui CGik) T oUo(jik)=(ijk)oU;o(ijk) L
Esseinun N < A, und N # {e}. Nach Satz 29 (i) ist NNU; < U; und daher NNU; = {¢}
oder NNU; =U;.
1. Fall: Jie {1,...,n} : NNU; =U;. Dann ist U; < N. Aus
U=(@(jk)oUo(ijk) ' <(ijk)oNo(ijk)'=N
(fir 4,7,k € {1,... ,n} paarweise verschieden) folgt Uy U--- U U, C N und daher auch
(UyU---UU,) < N. DaUyU---UU, alle 3-Zyklen enthélt, ist A, = (U1 U---UU,) < N,
also N = A,,.

2.Fall: NNU; ={e} fir 1 <i<n. Esseioc € N\ {e}. Dann muss o(i) # i fir 1 <i<n

gelten. Da n > 6, gibt es 6 paarweise verschiedene a,b,c,d,e, f € {1,...,n} mit den

Eigenschaften o(a) = b und o(c) = d. Wir betrachten die Permutation
T:=0lo(cfe)oogo(ce f).

Dannist 7 € N (da (¢ f e)ooo(ce f)=(c fe)ooo(c fe)"' € Nund o~! € N) sowie

T €U, und 7 # ¢ (da 7(f) = ¢), Widerspruch.



